
О.Ю. МАСЮТ К А , О. М. РАД Ч Е Н КО

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI
Р IВНЯННЯ

Лiнiйнi рiвняння та лiнiйнi
системи

Ки ї в – 2 0 2 6



УДК 517 ( 075.8 )
М89

Рецензенти: Бех I.I., кандидат фiз-мат. наук, доцент
Єфiменко С.В., кандидат фiз-мат. наук, доцент

Рекомендовано до публiкацiї вченою радою
факультету радiофiзики, електронiки та комп’ютерних систем

(протокол № 10 вiд 29 травня 2026 року)

О.Ю. Масютка, О.М. Радченко
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ. Лiнiйнi рiвняння та лiнiйнi системи
К., 2026 – 50 с.
Навчальний посiбник для студентiв 2 курсу спецiальностi G5 факуль-
тету радiофiзики, електронiки i комп’ютерних систем при вивченнi
курсу "Вища математика"

Н а в ч а л ь н е в и д а н н я

Оригiнал-макет виготовлено авторами за допомогою видавничого
пакету LATEX2𝜀

Формат 60 × 84∕16 . Друк офсетний. Гарнiтура Tempora-TLF.
Зам.03-1016. Умовн. друк. арк. 3,5.

© О.Ю. Масютка, О.М. Радченко , 2026
© Київський нацiональний унiверситет iменi ТарасаШевченка , 2026



Змiст

1 ЛIНIЙНI РIВНЯННЯ 4
1.1 Лiнiйнi рiвняння з сталими коефiцiєнтами . . . . . . 5
1.2 Рiвняння Ейлера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 Метод Лагранжа (метод варiацiї сталих) . . . . . . . . 15

2 ЛIНIЙНI СИСТЕМИ 18
2.1 Лiнiйнi однорiднi системи . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Лiнiйнi неоднорiднi системи . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3 Метод Лагранжа (варiацiї сталих) для лiнiйних систем 41



Роздiл 1

ЛIНIЙНI РIВНЯННЯ

Звичайним диференцiальним рiвнянням називають рiвняння виду

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′, 𝑦 ′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 , (1.1)

тобто рiвняння для функцiї 𝑦(𝑥) однiєї змiнної, яке крiм самої фун-
кцiї мiстить також її похiднi. Найвищий порядок похiдної в дифе-
ренцiальному рiвняннi називають порядком цього рiвняння, тобто
рiвняння (1.1) — це рiвняння n-го порядку.

Приклад 1.1. Розглянемо рiвняння 𝑦 ′ = 𝜆𝑦 . Нехай 𝑦 ≠ 0 , то-
дi внаслiдок рiвностi 𝑦 ′∕𝑦 = (ln |𝑦|)′ наше рiвняння набуває виду
(ln |𝑦|)′ = 𝜆 . Вiдповiдно ln |𝑦| = 𝜆𝑥 + 𝐶1 , звiдки 𝑦(𝑥) = ±𝑒 𝜆𝑥+𝐶1 =
±𝑒 𝐶1𝑒 𝜆𝑥 = 𝐶𝑒 𝜆𝑥, де 𝐶 = ±𝑒 𝐶1 є довiльною ненульовою сталою. При
𝐶 = 0 рiвнiсть 𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒 𝜆𝑥 має вид 𝑦(𝑥) = 0 , що є очевидним
розв’язком нашого рiвняння. Отже, загальний розв’язок рiвняння
𝑦 ′ = 𝜆𝑦 має вид 𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒 𝜆𝑥, де 𝐶 є довiльною сталою.
Отже, при 𝜆 > 0 маємо зростання за законом 𝑒 𝜆𝑥, яке називають

експоненцiйним зростанням. Прикладом є збiльшення будь-якої бiо-
логiчної популяцiї за умови достатнiх ресурсiв та вiдсутностi обме-
жень. Вiдповiдно при 𝜆 < 0 маємо експоненцiйне спадання, прикла-
дом чого є закон розпаду будь-якої радiоактивної речовини.

Важливим типом диференцiальних рiвнянь 1-го порядку є рiв-
няння 𝑦 ′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 𝑔(𝑥) . Оскiльки 𝐿(𝑦) = 𝑦 ′ + 𝑓(𝑥)𝑦 є лiнiйною
функцiєю вiд 𝑦 , то це рiвняння є лiнiйним. Як вiдомо з лiнiйної
алгебри, загальний розв’язок лiнiйного рiвняння є сумою загального
розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння 𝐿(𝑦) = 𝑦 ′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0
та будь-якого частинного розв’язку цього рiвняння. Оскiльки метод
розв’язування цього однорiдного рiвняння в нас вже є, то загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння 𝑦 ′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 𝑔(𝑥) завжди можна
знайти методом варiацiї довiльної сталої.

Приклад 1.2. Розглянемо рiвняння 𝑦 ′ − 𝜆𝑦 = 𝑒 𝜆1𝑥 . Загальним
розв’язком вiдповiдного однорiдного рiвняння є 𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒 𝜆𝑥, де 𝐶
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є довiльною сталою.Метод варiацiї довiльної сталої полягає в тому,
що пiсля цього розв’язок нашого неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi 𝑦(𝑥) = 𝑐(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥, де 𝑐(𝑥) є певною функцiєю.
Оскiльки 𝑦 ′ = 𝑐 ′(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥 + 𝑐(𝑥)𝜆𝑒 𝜆𝑥 , то 𝑦 ′ − 𝜆𝑦 = 𝑐 ′(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥 +

𝑐(𝑥)𝜆𝑒 𝜆𝑥 − 𝜆𝑐(𝑥)𝑒 𝜆𝑥 = 𝑐 ′(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥 , звiдки 𝑐 ′(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥 = 𝑒 𝜆1𝑥 .
Нехай 𝜆1 ≠ 𝜆 . Тодi 𝑐 ′(𝑥) = 𝑒 (𝜆1−𝜆)𝑥 , 𝑐 (𝑥) = 𝑒 (𝜆1−𝜆)𝑥∕(𝜆1 − 𝜆) + 𝐶

та 𝑦(𝑥) = 𝑐(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥 = 𝑒 𝜆1𝑥∕(𝜆1−𝜆)+𝐶𝑒 𝜆𝑥 . В цiй сумi перший доданок
є частинним розв’язком нашого неоднорiдного рiвняння, а 𝐶𝑒 𝜆𝑥 —
загальним розв’язком вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Нехай тепер 𝜆1 = 𝜆 . Тодi 𝑐 ′(𝑥) = 1 , 𝑐 (𝑥) = 𝑥 + 𝐶 та 𝑦(𝑥) =

𝑐(𝑥) 𝑒 𝜆𝑥 = 𝑥𝑒 𝜆𝑥 +𝐶𝑒 𝜆𝑥 . В цiй сумi доданок 𝑥𝑒 𝜆𝑥 також є частинним
розв’язком нашого неоднорiдного рiвняння, а 𝐶𝑒 𝜆𝑥 — загальним
розв’язком вiдповiдного однорiдного рiвняння.

1.1. Лiнiйнi рiвняння з сталими коефiцiєнтами

Оскiльки 𝐿(𝑦) = 𝑎𝑛(𝑥) 𝑦 (𝑛) +𝑎𝑛−1(𝑥) 𝑦 (𝑛−1) + .... + 𝑎1(𝑥) 𝑦 ′ +𝑎0(𝑥) 𝑦
є лiнiйною функцiєю вiд 𝑦 , то рiвняння

𝑎𝑛(𝑥) 𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑥) 𝑦 (𝑛−1) + .... + 𝑎1(𝑥) 𝑦 ′ + 𝑎0(𝑥) 𝑦 = 𝑓(𝑥) (1.2)

є лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку. Як вже було за-
уважено, загальний розв’язок лiнiйного рiвняння завжди є сумою за-
гального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння та будь-якого
частинного розв’язку цього рiвняння.

Для лiнiйного диференцiального рiвняння n-го порядку загаль-
ний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має вид

𝑦 = 𝑐1 𝑦1(𝑥) + .... + 𝑐𝑛 𝑦𝑛(𝑥) ,

де 𝑦1(𝑥), … , 𝑦𝑛(𝑥) є лiнiйно незалежними розв’язками однорiдного
рiвняння (їх називають фундаментальною системою розв’язкiв).

В багатьох важливих випадках коефiцiєнти рiвняння (1.2) не за-
лежать вiд змiнної 𝑥 , тобто воно набуває виду

𝑎𝑛 𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1 𝑦 (𝑛−1) + .... + 𝑎1 𝑦 ′ + 𝑎0 𝑦 = 𝑓(𝑥) . (1.3)

Це рiвняння називають лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го
порядку з сталими коефiцiєнтами. В цьому випадкуфундаментальнi
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розв’язки однорiдного рiвняння шукають у виглядi 𝑦 = 𝑒 𝜆𝑥. Якщо
пiдставити 𝑒 𝜆𝑥 в наше однорiдне рiвняння, то отримаємо рiвняння

𝑎𝑛𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆𝑛−1 + .... + 𝑎1𝜆 + 𝑎0 = 0 , (1.4)

яке називають характеристичним рiвнянням для рiвняння (1.3).
Вiдповiдно до типу коренiв цього рiвняння маємо такi випадки.

Перший випадок. Всi n коренiв 𝜆1, … , 𝜆𝑛 характеристичного рiвняння
дiйснi та рiзнi. Тодi фундаментальна система розв’язкiв має вид

𝑦1 = 𝑒 𝜆1𝑥, . . . , 𝑦𝑛 = 𝑒 𝜆𝑛𝑥 .

Другий випадок. Дiйсний корiнь 𝜆 має кратнiсть 𝑚 . Тодi цей корiнь
породжує таку групу фундаментальних розв’язкiв:

𝑒 𝜆𝑥, 𝑥 𝑒 𝜆𝑥, 𝑥2𝑒 𝜆𝑥, . . . , 𝑥𝑚−1𝑒 𝜆𝑥 .

Третiй випадок. Серед коренiв характеристичного рiвняння є пара
спряжених комплексних розв’язкiв 𝜆 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 кратностi 𝑚 . Тодi до
фундаментальної системи розв’язкiв увiйдуть такi:

𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 , 𝑥𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 , 𝑥2𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 , . . . , 𝑥𝑚−1𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 ,

𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 , 𝑥𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 , 𝑥2𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 , . . . , 𝑥𝑚−1𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 .

Розглянемо конкретнi приклади лiнiйних однорiдних рiвнянь.
Приклад 1.3. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ + 4𝑦′ + 3𝑦 = 0 .
Розв’язками характеристичного рiвняння 𝜆2 + 4𝜆 + 3 = 0 є 𝜆1 = −3
та 𝜆2 = −1 . Отже, загальний розв’язок нашого рiвняння має вигляд

𝑦 = 𝑐1𝑒−3𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥 .

Приклад 1.4. Розв’яжемо рiвняння 4𝑦′′ + 4𝑦′ + 𝑦 = 0 .
Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння 4𝜆2+4𝜆+1 = 0 є
𝜆1 = 𝜆2 = −1∕2 , то загальний розв’язок нашого рiвняння має вигляд

𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥∕2 + 𝑐2𝑥𝑒−𝑥∕2 = 𝑒−𝑥∕2(𝑐1 + 𝑐2𝑥) .
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Приклад 1.5. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ + 4𝑦 = 0 .
Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння 𝜆2 + 4 = 0 є
𝜆1,2 = ±2𝑖 , то загальний розв’язок нашого рiвняння має вигляд

𝑦 = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 .

Приклад 1.6. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′′ − 8𝑦 = 0 .
Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння

𝜆3 − 8 = (𝜆 − 2) (𝜆2 + 2𝜆 + 4) = 0

є 𝜆1 = 2 та 𝜆2,3 = −1±
√
3 𝑖 , то загальний розв’язок нашого рiвняння

має вигляд

𝑦 = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑒−𝑥(𝑐2 cos
√
3𝑥 + 𝑐3 sin

√
3𝑥) .

Приклад 1.7. Розв’яжемо рiвняння 𝑦𝑉 − 6𝑦𝐼𝑉 + 9𝑦′′′ = 0 .
Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння

𝜆5 − 6𝜆4 + 9𝜆3 = 𝜆3(𝜆2 − 6𝜆 + 9) = 𝜆3(𝜆 − 3)2 = 0

є 𝜆1,2,3 = 0 та 𝜆4,5 = 3 , то загальний розв’язок рiвняння має вигляд

𝑦 = 𝑐1+𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2+𝑐4𝑒3𝑥 +𝑐5𝑥𝑒3𝑥 = 𝑐1+𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2+𝑒3𝑥(𝑐4+𝑐5𝑥).

Приклад 1.8. Розв’яжемо рiвняння 𝑦𝐼𝑉 + 2𝑦′′ + 𝑦 = 0 .
Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння 𝜆4 + 2𝜆2 + 1 =
(𝜆2 + 1)2 = 0 є 𝜆1,2 = 𝑖 та 𝜆3,4 = −𝑖 , то фундаментальною системою
розв’язкiв диференцiального рiвняння є cos 𝑥, 𝑥 cos 𝑥, sin 𝑥, 𝑥 sin 𝑥 , а
загальним розв’язком рiвняння є 𝑦 = (𝑐1+𝑐2𝑥) cos 𝑥+(𝑐3+𝑐4𝑥) sin 𝑥 .

Тепер для лiнiйних рiвнянь з сталими коефiцiєнтами перейдемо
до неоднорiдних рiвнянь, тобто до рiвнянь виду (1.3). Оскiльки ал-
горитм знаходження загального розв’язку однорiдних рiвнянь вже є,
то залишилося знаходити частиннi розв’язки неоднорiдних рiвнянь.

Розпочнемо з випадкiв, коли частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння можна вгадати. Нехай права частина рiвняння має вид

𝑓(𝑥) = 𝑒 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 (𝑝𝑚𝑥𝑚 + 𝑝𝑚−1𝑥𝑚−1 + .... + 𝑝1𝑥 + 𝑝0 ) +

𝑒 𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 (𝑞𝑚𝑥𝑚 + 𝑞𝑚−1𝑥𝑚−1 + .... + 𝑞1𝑥 + 𝑞0 ) .
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Такий вираз називають квазiполiномом з контрольним числом 𝛼+𝑖𝛽 .
Якщо контрольне число не спiвпадає з жодним коренем характери-
стичного рiвняння, то частинним розв’язком буде квазiполiном ана-
логiчного вигляду, тобто

𝑦ч(𝑥) = 𝑒 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 (𝑃𝑚𝑥𝑚 + 𝑃𝑚−1𝑥𝑚−1 + .... + 𝑃1𝑥 + 𝑃0 ) +
𝑒 𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 (𝑄𝑚𝑥𝑚 + 𝑄𝑚−1𝑥𝑚−1 + .... + 𝑄1𝑥 + 𝑄0 ) .

Залишається пiдставити цей вираз в рiвняння (1.3), порiвняти коефi-
цiєнти аналогiчних доданкiв та отримати значення всiх 𝑃 та 𝑄 .

Якщо контрольне число є коренем характеристичного рiвняння
кратностi 𝑟 , то частинний розв’язок має вигляд

𝑦ч(𝑥) = 𝑥𝑟𝑒 𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 (𝑃𝑚𝑥𝑚 + 𝑃𝑚−1𝑥𝑚−1 + .... + 𝑃1𝑥 + 𝑃0 ) +

𝑥𝑟𝑒 𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 (𝑄𝑚𝑥𝑚 + 𝑄𝑚−1𝑥𝑚−1 + .... + 𝑄1𝑥 + 𝑄0 ) .

Важливою властивiстю будь-якого лiнiйного рiвняння 𝐿(𝑦) = 𝑓
є наступна: якщо 𝑓 = 𝑓1 + … + 𝑓𝑚 , а 𝑦𝑘 є розв’язком рiвняння
𝐿(𝑦) = 𝑓𝑘 , то 𝑦 = 𝑦1 + … + 𝑦𝑚 є розв’язком рiвняння 𝐿(𝑦) = 𝑓 .
Справдi, оскiльки 𝐿(𝑦𝑘) = 𝑓𝑘 , то внаслiдок лiнiйностi функцiї 𝐿(⋅)
маємо 𝐿(𝑦1 + … + 𝑦𝑚) = 𝐿(𝑦1) + … + 𝐿(𝑦𝑚) = 𝑓1 + … + 𝑓𝑚 . Цю
властивiсть називають принципом суперпозицiї.

Вiдповiдно якщо права частина рiвняння (1.3) є сумою 𝑓(𝑥) =
𝑓1(𝑥)+ .... +𝑓𝑚(𝑥) декiлькох квазiполiномiв рiзного типу, то частин-
ний розв’язок цього рiвняння є сумою 𝑦1ч+…+𝑦𝑚ч , де 𝑦𝑘ч є частин-
ним розв’язком рiвняння 𝑦 (𝑛)+𝑎𝑛−1 𝑦 (𝑛−1)+…+𝑎1 𝑦 ′+𝑎0 𝑦 = 𝑓𝑘(𝑥) .

Приклад 1.9. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 𝑒 4𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2 − 2𝜆 − 3 = 0 , його
коренями 𝜆1 = −1 та 𝜆2 = 3 , тож загальним розв’язком однорiдного
рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒 3𝑥 .
Права частина нашого рiвняння є квазiполiномом виду 𝑎𝑒 4𝑥 , кон-

трольне число 𝛼+𝑖𝛽 = 4+0𝑖 якого не спiвпадає з коренями характе-
ристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок має вид 𝑦 = 𝐴𝑒 4𝑥,
звiдки 𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 16𝐴𝑒 4𝑥 − 8𝐴𝑒 4𝑥 − 3𝐴𝑒 4𝑥 = 5𝐴𝑒 4𝑥 . Те-
пер з рiвностi 5𝐴𝑒 4𝑥 = 𝑒 4𝑥 отримуємо 𝐴 = 1∕5 , звiдки частинним
розв’язком нашого рiвняння є 𝑦ч = 𝑒 4𝑥∕5 , а загальним розв’язком
𝑦 = 𝑦0 + 𝑦ч = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒 3𝑥 + 𝑒 4𝑥∕5 .
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Приклад 1.10. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ + 𝑦 = 4𝑥𝑒 𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2 + 1 = 0 , його коре-
нями 𝜆1,2 = ±𝑖 , тож загальним розв’язком однорiдного рiвняння є
𝑦𝑜 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 .
Права частина нашого рiвняння є квазiполiномом виду (𝑎𝑥+𝑏)𝑒 𝑥,

контрольне число 𝛼 + 𝑖𝛽 = 1 + 0𝑖 якого не спiвпадає з кореня-
ми характеристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок має вид
𝑦 = (𝐴𝑥+𝐵)𝑒 𝑥, звiдки 𝑦′′+𝑦 = (2𝐴𝑥+2𝐴+2𝐵)𝑒 𝑥 . Тепер з рiвностi
(2𝐴𝑥 + 2𝐴+ 2𝐵) 𝑒 𝑥 = 4𝑥𝑒 𝑥 отримуємо 2𝐴𝑥 + 2𝐴+ 2𝐵 = 4𝑥 , звiдки
2𝐴𝑥 = 4𝑥 та 2𝐴 + 2𝐵 = 0 , а тому 𝐴 = 2 та 𝐵 = −2 . Отже, ча-
стинним розв’язком нашого рiвняння є 𝑦ч = (2𝑥−2) 𝑒 𝑥 , а загальним
розв’язком 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦ч = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + (2𝑥 − 2) 𝑒 𝑥 .
Приклад 1.11. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ − 𝑦 = 2𝑒 𝑥 − 𝑥2 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2 − 1 = 0 , його коре-
нями 𝜆1 = −1 та 𝜆2 = 1 , тож загальним розв’язком однорiдного
рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒 𝑥 .
Права частина нашого рiвняння є сумою двох доданкiв рiзного ви-

ду, тому окремо знайдемо частиннi розв’язки рiвнянь 𝑦′′ − 𝑦 = 2𝑒 𝑥
та 𝑦′′ − 𝑦 = −𝑥2. Права частина першого рiвняння має вид 𝑎𝑒 𝑥 ,
контрольне число 𝛼 + 𝑖𝛽 = 1 + 0𝑖 = 1 якого спiвпадає з другим ко-
ренем характеристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок цього
рiвняння має вид 𝑦 = 𝐴𝑥𝑒 𝑥, звiдки 𝑦′′ − 𝑦 = 2𝐴𝑒 𝑥 . Тепер з рiвно-
стi 2𝐴𝑒 4𝑥 = 2𝑒 4𝑥 отримуємо 𝐴 = 1 , звiдки частинним розв’язком
першого рiвняння є 𝑦1ч = 𝑥𝑒 𝑥 .

Права частина другого рiвняння має вид (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑒 𝑜, кон-
трольне число 𝛼+𝑖𝛽 = 0+0𝑖 якого не спiвпадає з коренями характе-
ристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок цього рiвняння має
вид 𝑦 = 𝐴𝑥2 +𝐵𝑥 +𝐶 , звiдки 𝑦′′ − 𝑦 = −𝐴𝑥2 −𝐵𝑥 −𝐶 + 2𝐴 . Тепер
з рiвностi −𝐴𝑥2 − 𝐵𝑥 − 𝐶 + 2𝐴 = −𝑥2 отримуємо 𝐴 = 1 , 𝐵 = 0 та
𝐶 = 2 , звiдки частинним розв’язком другого рiвняння є 𝑦2ч = 𝑥2+2 .
Отже, частинним розв’язком нашого початкового рiвняння є 𝑦ч =

𝑦1ч +𝑦2ч = 𝑥𝑒 𝑥 +𝑥2 +2 , а його загальним розв’язком 𝑦 = 𝑦0 +𝑦ч =
𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒 𝑥 + 𝑥𝑒 𝑥 + 𝑥2 + 2 .
Приклад 1.12. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = sin 𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2 − 3𝜆 + 2 = 0 , його
коренями 𝜆1 = 1 та 𝜆2 = 2 , тож загальним розв’язком однорiдного
рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑐1 𝑒 𝑥 + 𝑐2 𝑒 2𝑥 .
Права частина нашого рiвняння має вид 𝑒 0(𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥) з

комплексним контрольним числом 𝛼 + 𝑖𝛽 = 0 + 1𝑖 , яке не спiвпадає
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з коренями характеристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок
має вид 𝑦 = 𝐴 cos 𝑥+𝐵 sin 𝑥 , звiдки 𝑦′′−3𝑦′+2𝑦 = (𝐴−3𝐵) cos 𝑥+
(3𝐴+𝐵) sin 𝑥 . Тепер з рiвностi (𝐴−3𝐵) cos 𝑥+(3𝐴+𝐵) sin 𝑥 = sin 𝑥
отримуємо 𝐴 − 3𝐵 = 0 , 3𝐴 + 𝐵 = 1 , звiдки 𝐴 = 0,3 , 𝐵 = 0,1 ,
частинним розв’язком нашого рiвняння є 𝑦ч = 0,3 cos 𝑥 + 0,1 sin 𝑥 , а
загальним розв’язком 𝑦 = 𝑦0+𝑦ч = 𝑐1𝑒 𝑥+𝑐2𝑒 2𝑥+0,3 cos 𝑥+0,1 sin 𝑥 .
Приклад 1.13. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ + 𝑦 = 4 sin 𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2 + 1 = 0 , його коре-
нями 𝜆1,2 = ±𝑖 , тому загальним розв’язком однорiдного рiвняння є
𝑦𝑜 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 .
Права частина нашого рiвняння має вид 𝑒 0(𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥) з

комплексним контрольним числом 𝛼+𝑖𝛽 = 0+1𝑖 = 𝑖 , яке спiвпадає з
коренем характеристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок має
вид 𝑦 = 𝑥(𝐴 cos 𝑥+𝐵 sin 𝑥) , звiдки 𝑦′′+𝑦 = 2𝐵 cos 𝑥−2𝐴 sin 𝑥 . Тепер
з рiвностi 2𝐵 cos 𝑥 − 2𝐴 sin 𝑥 = 4 sin 𝑥 отримуємо 𝐴 = −2 , 𝐵 = 0 ,
звiдки частинним розв’язком нашого рiвняння є 𝑦ч = −2𝑥 cos 𝑥 , а
загальним розв’язком 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦ч = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 − 2𝑥 cos 𝑥 .
Приклад 1.14. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 6𝑥𝑒 𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2−2𝜆+1 = 0 , його коре-
нями 𝜆1 = 𝜆2 = 1 , тож загальним розв’язком однорiдного рiвняння
є 𝑦𝑜 = 𝑐1 𝑒 𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒 𝑥 = 𝑒𝑥(𝑐1 + 𝑐2𝑥) .
Права частина нашого рiвняння є квазiполiномом виду (𝑎𝑥+𝑏)𝑒 𝑥 ,

контрольне число 𝛼 + 𝑖𝛽 = 1 + 0𝑖 = 1 якого спiвпадає з коре-
нем кратностi 2 нашого характеристичного рiвняння. Тому частин-
ний розв’язок має вид 𝑦 = 𝑥2 (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒 𝑥, звiдки 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 =
(6𝐴𝑥 + 2𝐵)𝑒 𝑥 . Тепер з рiвностi (6𝐴𝑥 + 2𝐵)𝑒 𝑥 = 6𝑥𝑒 𝑥 отримує-
мо 𝐴 = 1 , 𝐵 = 0 , звiдки частинним розв’язком нашого рiвняння є
𝑦ч = 𝑥3 𝑒 𝑥, а загальним розв’язком 𝑦 = 𝑦0+𝑦ч = 𝑒𝑥(𝑐1+𝑐2𝑥)+𝑥3 𝑒 𝑥.

1.2. Рiвняння Ейлера
Рiвнянням Ейлера називають рiвняння

𝑎𝑛𝑥𝑛𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1𝑦 (𝑛−1) + .... + 𝑎1𝑥𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥) , (1.5)

де коефiцiєнти 𝑎𝑘 є сталими. Замiною 𝑥 = ±𝑒𝑡 (звiдки 𝑡 = ln |𝑥|)
воно перетворюється на лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
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Приклад 1.15. В диференцiальному рiвняннi 𝑥2𝑦 ′′ + 𝑥𝑦 ′ + 𝑦 = 0
зробимо замiну 𝑥 = 𝑒𝑡 . При цьому 𝑦(𝑡) є композицiєю функцiй 𝑦(𝑥)
та 𝑥 = 𝑒𝑡, звiдки 𝑦 ′(𝑡) = 𝑦 ′(𝑥) 𝑒𝑡 . Для подальшого останню рiвнiсть
зручно подати в операторному виглядi 𝑑 ∕𝑑𝑥 = 𝑒−𝑡𝑑 ∕𝑑𝑡 . Звiдси

𝑑2

𝑑𝑥2
= 𝑑

𝑑𝑥

( 𝑑
𝑑𝑥

)
= 𝑒−𝑡 𝑑

𝑑𝑡

(
𝑒−𝑡 𝑑

𝑑𝑡

)
= 𝑒−𝑡 (−𝑒−𝑡 𝑑

𝑑𝑡
+ 𝑒−𝑡 𝑑

2

𝑑𝑡2
) ,

або 𝑦 ′′(𝑥) = 𝑒−2𝑡(𝑦 ′′(𝑡) − 𝑦 ′(𝑡)) . Пiдставивши вирази для 𝑦 ′′(𝑥) та
𝑦 ′(𝑥) в початкове рiвняння, для 𝑦(𝑡) отримаємо 𝑦′′ + 𝑦 = 0 , тобто
лiнiйне рiвняння з сталими коефiцiєнтами та загальним розв’язком
𝑦 = 𝐶1 cos 𝑡+𝐶2 sin 𝑡 Тому загальнимрозв’язкомнашого початкового
рiвняння є 𝑦 = 𝐶1 cos (ln 𝑥) + 𝐶2 sin (ln 𝑥) .
При 𝑥 < 0 робимо замiну 𝑥 = −𝑒𝑡 . В результатi для 𝑦(𝑡) маємо

таке саме рiвняння 𝑦′′+𝑦 = 0 з розв’язком 𝑦 = 𝐶1 cos 𝑡+𝐶2 sin 𝑡 . Пiд-
ставивши сюди 𝑡 = ln(−𝑥) = ln |𝑥| отримуємо загальний розв’язок
нашого початкового рiвняння 𝑦(𝑥) = 𝐶1 cos(ln |𝑥|) + 𝐶2 sin(ln |𝑥|) .

Розпочнемо з однорiдного рiвняння

𝑎𝑛𝑥𝑛𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1𝑦 (𝑛−1) + … + 𝑎1𝑥𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 0 . (1.6)

З практичного погляду замiсть замiни змiнної розв’язки цього рiв-
няння зручнiше шукати у виглядi 𝑦 = |𝑥|𝜆 . Пiсля пiдстановки цього
виразу в рiвняння (1.6) отримаємо характеристичне рiвняння

𝑎𝑛 𝜆(𝜆 − 1)… (𝜆 − 𝑛 + 1) + … + 𝑎2𝜆(𝜆 − 1) + 𝑎1𝜆 + 𝑎0 = 0 .

Залежно вiд коренiв цього рiвняння можливi такi випадки.
Перший випадок. Всi n коренiв 𝜆1, … , 𝜆𝑛 характеристичного рiвняння
дiйснi та рiзнi. Тодi фундаментальна система розв’язкiв має вид

𝑦1 = |𝑥|𝜆1 , . . . , 𝑦𝑛 = |𝑥|𝜆𝑛 .

Другий випадок. Дiйсний корiнь 𝜆 має кратнiсть 𝑚 . Тодi цей корiнь
породжує таку групу фундаментальних розв’язкiв:

|𝑥|𝜆, |𝑥|𝜆 ln |𝑥| , |𝑥|𝜆 ln2 |𝑥| , . . . , |𝑥|𝜆 ln𝑚−1 |𝑥| .

Третiй випадок. Серед коренiв характеристичного рiвняння є пара
спряжених комплексних розв’язкiв 𝜆 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 кратностi 𝑚 . Тодi
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до фундаментальної системи розв’язкiв увiйдуть |𝑥|𝛼cos(𝛽 ln |𝑥|) ,
|𝑥|𝛼 ln |𝑥| cos(𝛽 ln |𝑥|) , . . . , |𝑥|𝛼 ln𝑚−1 |𝑥| cos(𝛽 ln |𝑥|) та аналогiчнi
функцiї |𝑥|𝛼sin(𝛽 ln |𝑥|) , . . . , |𝑥|𝛼 ln𝑚−1 |𝑥| sin(𝛽 ln |𝑥|) .

На завершення зауважимо, що рiвняння виду 𝑎𝑛(𝑥 + 𝑎)𝑛𝑦(𝑛) +
𝑎𝑛−1(𝑥 + 𝑎)𝑛−1𝑦(𝑛−1) + … + 𝑎1(𝑥 + 𝑎)𝑦′ + 𝑎0𝑦 = 0 розв’язується
аналогiчно, тiльки розв’язки слiд шукати у виглядi 𝑦 = |𝑥 + 𝑎|𝑘 .

Приклад 1.16. Розв’яжемо рiвняння 𝑥2𝑦′′ − 4𝑥𝑦′ + 6𝑦 = 0 .
Шукаємо розв’язки рiвняння у виглядi 𝑦 = 𝑥𝜆. Розв’язками характе-
ристичного рiвняння 𝜆(𝜆 − 1) − 4𝜆 + 6 = 𝜆2 − 5𝜆 + 6 = 0 є 𝜆1 = 2
та 𝜆2 = 3 . Тому загальним розв’язком нашого диференцiального
рiвняння є 𝑦 = 𝑐1𝑥2 + 𝑐2𝑥3 .

Приклад 1.17. Розв’яжемо рiвняння 𝑥3𝑦′′′ + 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 0 .
Шукаєморозв’язки рiвнянняу виглядi 𝑦 = |𝑥|𝜆. Оскiльки розв’язками
характеристичного рiвняння 𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 − 2) + 𝜆 − 1 = (𝜆 − 1)3 = 0
є 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆3 = 1 , то загальний розв’язок нашого рiвняння має
вигляд 𝑦 = 𝑥(𝑐1 + 𝑐2 ln |𝑥| + 𝑐3ln

2|𝑥|) .

Приклад 1.18. Розв’яжемо рiвняння 𝑥2𝑦′′′ = 2𝑦′ .
Спочатку помножимо рiвняння на 𝑥 та зведемо його до стандар-
тного вигляду: 𝑥3𝑦′′′ = 2𝑥𝑦′ , 𝑥3𝑦′′′ − 2𝑥𝑦′ = 0 . Далi шукаємо його
розв’язки у виглядi 𝑦 = |𝑥|𝜆. Оскiльки розв’язками характеристи-
чного рiвняння 𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 − 2) − 2𝜆 = 𝜆2(𝜆 − 3) = 0 є 𝜆1 = 𝜆2 = 0
та 𝜆3 = 3 , то загальний розв’язок нашого рiвняння має вигляд
𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2 ln |𝑥| + 𝑐3𝑥3 .

Приклад 1.19. Розв’яжемо рiвняння 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 0 .
Шукаєморозв’язки рiвнянняу виглядi 𝑦 = |𝑥|𝜆. Оскiльки розв’язками
характеристичного рiвняння 𝜆(𝜆−1)+𝜆+4 = 𝜆2+4 = 0 є 𝜆1,2 = ±2𝑖 ,
то загальнимрозв’язкомрiвняння є 𝑦 = 𝑐1 cos(2 ln |𝑥|)+𝑐2 sin(2 ln |𝑥|) .
Приклад 1.20. Розв’яжемо рiвняння

(2𝑥 + 3)3𝑦′′′ + 3(2𝑥 + 3)𝑦′ − 6𝑦 = 0 .

Перетворенням 2𝑥 + 3 = 2(𝑥 + 3∕2) та скороченням на 2 зведемо
його до стандартного вигляду 4(𝑥 + 3∕2)3𝑦′′′+3(𝑥+3∕2)𝑦′−3𝑦 = 0 .
Далi шукаємо його розв’язки у виглядi 𝑦 = |𝑥 + 3∕2|𝜆. Оскiльки
розв’язками характеристичного рiвняння 4𝜆(𝜆−1)(𝜆 −2)+3𝜆−3 =
(𝜆−1)(4𝜆2−8𝜆+3) = 0 є 𝜆1 = 1 , 𝜆2 = 1∕2 та 𝜆3 = 3∕2 , то загальний
розв’язок нашого рiвняння має вигляд

𝑦 = 𝑐1(𝑥 + 3∕2) + 𝑐2|𝑥 + 3∕2|1∕2 + 𝑐3|𝑥 + 3∕2|3∕2 .
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Тепер перейдемо до неоднорiдного рiвняння Ейлера (1.5). Замi-
ною 𝑥 = ±𝑒𝑡 (звiдки 𝑡 = ln |𝑥| ) воно зводиться до лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Як у будь-якого лiнiй-
ного рiвняння загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння Ейлера
має вид 𝑦 = 𝑦𝑜 + 𝑦ч , де 𝑦0 є загальним розв’язком вiдповiдного
однорiдного рiвняння, а 𝑦ч — частинним розв’язком неоднорiдного
рiвняння. Також, як у будь-якого лiнiйного рiвняння, у неоднорiдного
рiвняння Ейлера має мiсце принцип суперпозицiї.

Узагальнене рiвняння Ейлера 𝑎𝑛(𝑥 + 𝑎)𝑛𝑦(𝑛) +…+𝑎1(𝑥 + 𝑎)𝑦′ +
𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥) зводиться до лiнiйного неоднорiдного рiвняння зi стали-
ми коефiцiєнтами замiною 𝑥+𝑎 = ±𝑒𝑡 , 𝑡 = ln |𝑥+𝑎| та розв’язується
аналогiчно звичайному рiвнянню Ейлера.

Приклад 1.21. Розв’яжемо рiвняння 𝑥2𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 8𝑥3 .
Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Шукаючи його розв’язки у виглядi 𝑦 = 𝑥𝜆, отримаємо характери-
стичне рiвняння 𝜆(𝜆 − 1) − 𝜆 + 1 = 𝜆2 − 2𝜆 + 1 = (𝜆 − 1)2 = 0 ,
розв’язками якого є 𝜆1 = 𝜆2 = 1 . Тому загальним розв’язком одно-
рiдного рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑥(𝑐1 + 𝑐2 ln |𝑥|) .
Контрольне число (тобто степiнь 𝜆 = 3 ) правої частини нашо-

го рiвняння не спiвпадає з коренями характеристичного рiвняння.
Ця права частина має вид 𝑎𝑥3 , а тому частинний розв’язок будемо
пiдбирати в аналогiчному виглядi 𝑦 = 𝐴𝑥3 . Звiдси 𝑦′ = 3𝐴𝑥2 та
𝑦′′ = 6𝐴𝑥 , тож якщо пiдставити цi вирази в наше рiвняння, то отри-
маємо 6𝐴𝑥3𝑦′′ − 3𝐴𝑥3 + 𝐴𝑥3 = 4𝐴𝑥3 = 8𝑥3 , звiдки 𝐴 = 2 . Отже,
частинним розв’язком нашого рiвняння є 𝑦ч = 2𝑥3, а його загальним
розв’язком 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦ч = 𝑥(𝑐1 + 𝑐2 ln |𝑥|) + 2𝑥3 .

Приклад 1.22. Розв’яжемо рiвняння 𝑥2𝑦′′ − 2𝑦 = sin(ln 𝑥) .
Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Шукаючи його розв’язки у виглядi 𝑦 = 𝑥𝜆, отримаємо характери-
стичне рiвняння 𝜆(𝜆 − 1) − 2 = 𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0 , розв’язками якого є
𝜆1 = −1 та 𝜆2 = 2 . Тому загальним розв’язком однорiдного рiвняння
є 𝑦𝑜 = 𝑐1𝑥−1 + 𝑐2𝑥2 .
Оскiльки характеристичне рiвняння має вигляд 𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0 , то

пiсля замiни 𝑥 = 𝑒𝑡 вiдповiдне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
матиме вигляд 𝑦′′−𝑦′−2𝑦 = sin 𝑡 , де 𝑡 = ln 𝑥 . Контрольне число тут
комплексне та не спiвпадає з коренями характеристичного рiвняння.
Права частина має вид 𝑎 cos 𝑡 + 𝑏 sin 𝑡 , а тому частинний розв’язок
будемо шукати в аналогiчному виглядi 𝑦 = 𝐴 cos 𝑡 + 𝐵 sin 𝑡 . Звiдси
𝑦′ = −𝐴 sin 𝑡+𝐵 cos 𝑡 та 𝑦′′ = −𝐴 cos 𝑡−𝐵 sin 𝑡 , тож якщо пiдставити
цi вирази в наше рiвняння, то буде −𝐴 cos 𝑡−𝐵 sin 𝑡+𝐴 sin 𝑡−𝐵 cos 𝑡−
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2𝐴 cos 𝑡−2𝐵 sin 𝑡 = (−3𝐴−𝐵) cos 𝑡+(𝐴−3𝐵) sin 𝑡 = sin 𝑡 . Якщо тепер
прирiвняти коефiцiєнти злiва та справа спочатку при cos 𝑡 , а потiм
при sin 𝑡 , то отримаємо 3𝐴 + 𝐵 = 0 та 𝐴 − 3𝐵 = 1 , звiдки 𝐴 = 0,1 ,
𝐵 = −0,3 . Отже, частинним розв’язком нашого рiвняння є 𝑦ч =
0, 1 cos 𝑡 − 0, 3 sin 𝑡 = 0, 1 cos(ln 𝑥) − 0, 3 sin(ln 𝑥) , а його загальним
розв’язком 𝑦 = 𝑦0+𝑦ч = 𝑐1𝑥−1+𝑐2𝑥2+0, 1 cos(ln 𝑥)−0, 3 sin(ln 𝑥) .

Приклад 1.23. Розв’яжемо рiвняння 𝑥3𝑦′′ − 2𝑥𝑦 = 6 ln 𝑥 .
Спочатку подiлимо рiвняння на 𝑥 та зведемо його до стандартного
вигляду 𝑥2𝑦′′ − 2𝑦 = 6𝑥−1 ln 𝑥 . Далi шукаємо його розв’язки у ви-
глядi 𝑦 = |𝑥|𝜆. Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння
𝜆(𝜆 − 1) − 2 = 𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0 є 𝜆1 = −1 та 𝜆2 = 2 , то загальним
розв’язком однорiдного рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑐1𝑥−1 + 𝑐2𝑥2 .

Оскiльки характеристичне рiвняння має вигляд 𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0 ,
то пiсля замiни 𝑥 = 𝑒𝑡 вiдповiдне рiвняння зi сталими коефiцi-
єнтами матиме вигляд 𝑦′′ − 𝑦′ − 2𝑦 = 6𝑡𝑒−𝑡 , де 𝑡 = ln 𝑥 . Кон-
трольне число дорiвнює −1 i спiвпадає з 𝜆1 , тому маємо резонанс.
Права частина має вид (𝑎𝑡 + 𝑏)𝑒−𝑡 , тому вiдповiдно до резонан-
су частинний розв’язок шукаємо у виглядi 𝑦 = 𝑡(𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒−𝑡 =
(𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡)𝑒−𝑡 . Звiдси 𝑦′ = (2𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒−𝑡 − (𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡)𝑒−𝑡 та 𝑦′′ =
2𝐴𝑒−𝑡 − (2𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒−𝑡 − (2𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒−𝑡 + (𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡)𝑒−𝑡. Якщо пiд-
ставити цi вирази в наше рiвняння та скоротити на 𝑒−𝑡, то буде
2𝐴 − 3𝐵 − 6𝐴𝑡 = 6𝑡 , звiдки 2𝐴 − 3𝐵 = 0 та −6𝐴 = 6 , а тому
𝐴 = −1 , 𝐵 = −2∕3 . Отже, частинним розв’язком нашого рiвняння
є 𝑦ч = −(𝑡2 + 2𝑡∕3)𝑒−𝑡 = −𝑥−1(ln2𝑥 + 2 ln 𝑥∕3) , а його загальним
розв’язком 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦ч = 𝑐1𝑥−1 + 𝑐2𝑥2 − 𝑥−1(ln2𝑥 + 2 ln 𝑥∕3) .

Приклад 1.24. Розв’яжемо рiвняння (𝑥−2)2𝑦′′−3(𝑥−2)𝑦′+4𝑦 = 𝑥 .
Перетворимо це рiвняння до вигляду (𝑥 − 2)2𝑦′′ − 3(𝑥 − 2)𝑦′ + 4𝑦 =
(𝑥 − 2) + 2 . Далi шукаємо його розв’язки у виглядi 𝑦 = |𝑥 − 2|𝜆.
Оскiльки розв’язками характеристичного рiвняння 𝜆(𝜆 − 1) − 3𝜆 +
4 = (𝜆 − 2)2 = 0 є 𝜆1,2 = 2 , то загальним розв’язком вiдповiдного
однорiдного рiвняння є 𝑦𝑜 = (𝑥 − 2)2(𝑐1 + 𝑐2 ln |𝑥 − 2|) .
Оскiльки праву частину нашого рiвняння ми перетворили на суму

(𝑥 − 2) + 2 , то внаслiдок принципу суперпозицiї знайдемо частиннi
розв’язки двох вiдповiдних неоднорiдних рiвнянь.
Розпочнемо з рiвняння (𝑥 − 2)2𝑦′′−3(𝑥−2)𝑦′+4𝑦 = 𝑥−2 . Права

частина має вид 𝑎(𝑥−2) , а контрольне число правої частини рiвняння
(тобто степiнь 1 ) не спiвпадає з коренями характеристичного рiвнян-
ня. Тому частинний розв’язокшукаємо у виглядi 𝑦 = 𝐴(𝑥−2) , звiдки
𝑦′ = 𝐴 , 𝑦′′ = 0 , (𝑥 − 2)2𝑦′′−3(𝑥−2)𝑦′+4𝑦 = −3𝐴(𝑥−2)+4𝐴(𝑥−2) =
𝐴(𝑥 − 2) = 𝑥 − 2 та 𝐴 = 1 . Отже, частинним розв’язком першого
рiвняння є 𝑦1ч = 𝑥 − 2 .
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В рiвняннi (𝑥 − 2)2𝑦′′−3(𝑥−2)𝑦′+4𝑦 = 2 права частина є сталою,
вiдповiдно її контрольне число 0 не спiвпадає з коренями характе-
ристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок шукаємо у виглядi
𝑦 = 𝐴 , звiдки 𝑦′ = 𝑦′′ = 0 , (𝑥 − 2)2𝑦′′−3(𝑥−2)𝑦′+4𝑦 = 4𝐴 = 2 та
𝐴 = 1∕2 . Отже, частинним розв’язком цього рiвняння є 𝑦2ч = 1∕2 .

Внаслiдок принципу суперпозицiї частинним розв’язком нашого
початкового рiвняння є 𝑦ч = 𝑦1ч + 𝑦2ч = 𝑥 − 2 + 1∕2 = 𝑥 − 3∕2 , а
загальним розв’язком 𝑦0+𝑦ч = (𝑥 − 2)2(𝑐1+𝑐2 ln |𝑥 − 2|)+𝑥 −3∕2 .

1.3. Метод Лагранжа (метод варiацiї сталих)

Повернемось до загального лiнiйного диференцiального рiвнянням
n-го порядку (1.2), тобто до рiвняння

𝑎𝑛(𝑥) 𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑥) 𝑦 (𝑛−1) + .... + 𝑎1(𝑥) 𝑦 ′ + 𝑎0(𝑥) 𝑦 = 𝑓(𝑥) .

Як вже було зауважено, його загальний розв’язок є сумою загального
розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння та будь-якого частин-
ного розв’язку цього рiвняння. Також було зауважено, що загальний
розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має вид

𝑦 = 𝑐1 𝑦1(𝑥) + .... + 𝑐𝑛 𝑦𝑛(𝑥) , (1.7)

де 𝑦1(𝑥), … , 𝑦𝑛(𝑥) є лiнiйно незалежними розв’язками однорiдного
рiвняння, якi називають фундаментальною системою розв’язкiв.

Якщо фундаментальна система розв’язкiв нам вiдома, то загаль-
ний розв’язок можна знайти методом варiацiї сталих (який також
називають методом Лагранжа). Цей метод полягає в тому, що пiсля
знаходження загального розв’язку (1.7) однорiдного рiвняння загаль-
ний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукають у виглядi

𝑦ч = 𝑐1(𝑥)𝑦1 + .... + 𝑐𝑛(𝑥)𝑦𝑛 ,
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де для невiдомих функцiй 𝑐𝑘(𝑥) виконано наступне

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑐′1𝑦1 + .... + 𝑐′𝑛𝑦𝑛 = 0

𝑐′1𝑦
′
1 + .... + 𝑐′𝑛𝑦′𝑛 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑐′1𝑦
(𝑛−2)
1 + .... + 𝑐′𝑛𝑦

(𝑛−2)
𝑛 = 0

𝑐′1𝑦
(𝑛−1)
1 + .... + 𝑐′𝑛𝑦

(𝑛−1)
𝑛 = 𝑓(𝑥)∕𝑎𝑛(𝑥) .

(1.8)

Розглянемо декiлька прикладiв.
Приклад 1.25. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 𝑒 4𝑥 .
Це рiвняння ми вже розглядали (див. приклад 1.9). Вiдповiдно загаль-
ним розв’язком однорiдного рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒 3𝑥 .
Знайдемо загальний розв’язок нашого рiвняння методом варiацiї

сталих. Для цього шукаємо цей загальний розв’язок у виглядi 𝑦 =
𝑐1(𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑐2(𝑥)𝑒 3𝑥, де вiдповiдно до (1.8) виконано умови

{
𝑐′1(𝑥) 𝑒

−𝑥 + 𝑐′2(𝑥) 𝑒
3𝑥 = 0

𝑐′1(𝑥) (−𝑒
−𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 3𝑒

3𝑥 = 𝑒 4𝑥 .

Розв’язавшицюсистему, отримуємо 𝑐′1(𝑥) = −𝑒 5𝑥∕4 та 𝑐′2(𝑥) = 𝑒 𝑥∕4 ,
звiдки 𝑐1(𝑥) = −𝑒 5𝑥∕20 + 𝑐1 та 𝑐2(𝑥) = 𝑒 𝑥∕4 + 𝑐2 . Отже, загальним
розв’язком нашого рiвняння є 𝑦 = (−𝑒 5𝑥∕20+𝑐1)𝑒−𝑥+(𝑒 𝑥∕4+𝑐2)𝑒 3𝑥
= 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑐2 𝑒 3𝑥 + 𝑒 4𝑥∕5 .
Приклад 1.26. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑥∕𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2−2𝜆+1 = 0 , його коре-
нями 𝜆1 = 𝜆2 = 1 , тож загальним розв’язком однорiдного рiвняння
є 𝑦𝑜 = 𝑐1 𝑒 𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒 𝑥 = 𝑒𝑥(𝑐1 + 𝑐2𝑥) .
Знайдемо загальний розв’язок нашого рiвняння методом варiацiї

сталих. Для цього шукаємо цей загальний розв’язок у виглядi 𝑦 =
𝑐1(𝑥)𝑒 𝑥 + 𝑐2(𝑥)𝑥𝑒 𝑥, де вiдповiдно до (1.8) виконано умови

{
𝑐′1(𝑥) 𝑒

𝑥 + 𝑐′2(𝑥) 𝑥𝑒
𝑥 = 0

𝑐′1(𝑥) 𝑒
𝑥 + 𝑐′2(𝑥) (𝑥 + 1)𝑒 𝑥 = 𝑒𝑥∕𝑥 .

Розв’язавши цю систему, отримуємо 𝑐′1(𝑥) = −1 та 𝑐′2(𝑥) = 1∕𝑥 ,
звiдки 𝑐1(𝑥) = −𝑥 + 𝑐1 та 𝑐2(𝑥) = ln |𝑥| + 𝑐2 . Отже, загальним
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розв’язком нашого рiвняння є 𝑦 = (−𝑥 + 𝑐1)𝑒 𝑥 + (ln |𝑥| + 𝑐2)𝑥𝑒 𝑥
= 𝑒𝑥(𝑐1 + 𝑐2𝑥) + 𝑥𝑒 𝑥(ln |𝑥| − 1) .

Приклад 1.27. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′′ + 4𝑦 = 2 tg 𝑥 .
Спочатку шукаємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Характеристичним рiвнянням є 𝜆2 + 4 = 0 , його коре-
нями 𝜆1,2 = ±2𝑖 , тож загальним розв’язком однорiдного рiвняння є
𝑦𝑜 = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 .
Знайдемо загальний розв’язок нашого рiвняння методом варiацiї

сталих. Для цього шукаємо цей загальний розв’язок у виглядi 𝑦 =
𝑐1(𝑥) cos 2𝑥 + 𝑐2(𝑥) sin 2𝑥 , де вiдповiдно до (1.8) виконано умови

{
𝑐′1(𝑥) cos 2𝑥 + 𝑐′2(𝑥) sin 2𝑥 = 0

𝑐′1(𝑥) (−2 sin 2𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 2 cos 2𝑥 = 2 tg 𝑥 .

Розв’язавши цю систему, отримуємо 𝑐′1(𝑥) = cos 2𝑥 − 1 та 𝑐′2(𝑥) =
sin 2𝑥−tg 𝑥 , звiдки 𝑐1(𝑥) = sin 2𝑥∕2−𝑥+𝑐1 та 𝑐2(𝑥) = − cos 2𝑥∕2+
ln | cos 𝑥| + 𝑐2 . Отже, загальним розв’язком нашого рiвняння є 𝑦 =
(sin 2𝑥∕2 − 𝑥 + 𝑐1) cos 2𝑥 + (− cos 2𝑥∕2 + ln | cos 𝑥| + 𝑐2) sin 2𝑥 =
𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 − 𝑥 cos 2𝑥 + ln | cos 𝑥| sin 2𝑥 .

Приклад 1.28. Розв’яжемо рiвняння 𝑥2𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑥∕ ln 𝑥 .
Оскiльки наше рiвняння є рiвнянням Ейлера, то розв’язки вiдпо-
вiдного однорiдного рiвняння шукаємо у виглядi 𝑦 = 𝑥𝜆. Отримаємо
характеристичне рiвняння 𝜆(𝜆−1)−𝜆+1 = 𝜆2−2𝜆+1 = (𝜆 − 1)2 = 0 ,
розв’язками якого є 𝜆1 = 𝜆2 = 1 . Тому загальним розв’язком одно-
рiдного рiвняння є 𝑦𝑜 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥 ln 𝑥 .
Знайдемо загальний розв’язок нашого рiвняння методом варiацiї

сталих. Для цього шукаємо цей загальний розв’язок у виглядi 𝑦 =
𝑐1(𝑥)𝑥 + 𝑐2(𝑥)𝑥 ln 𝑥 , де вiдповiдно до (1.8) виконано умови

{
𝑐′1(𝑥)𝑥 + 𝑐′2(𝑥)𝑥 ln 𝑥 = 0

𝑐′1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) (ln 𝑥 + 1) = 𝑥∕ ln 𝑥∕𝑥2 = 1∕𝑥 ln 𝑥 .

Розв’язавши цю систему, маємо 𝑐′1(𝑥) = −1∕𝑥 та 𝑐′2(𝑥) = 1∕𝑥 ln 𝑥 ,
звiдки 𝑐1(𝑥) = − ln 𝑥 + 𝑐1 та 𝑐2(𝑥) = ln | ln 𝑥| + 𝑐2 . Отже, загальним
розв’язком нашого рiвняння є 𝑦 = (− ln 𝑥 + 𝑐1)𝑥 + (ln | ln 𝑥| + 𝑐2)
𝑥 ln 𝑥 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 ln 𝑥 ln | ln 𝑥| .



Роздiл 2

ЛIНIЙНI СИСТЕМИ

2.1. Лiнiйнi однорiднi системи зi сталими
коефiцiєнтами

Лiнiйна однорiдна система диференцiальних рiвнянь зi сталими ко-
ефiцiєнтами— це система диференцiальних рiвнянь виду

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥′1 = 𝑎11𝑥1 + .... + 𝑎1𝑛𝑥𝑛

𝑥′2 = 𝑎21𝑥1 + .... + 𝑎2𝑛𝑥𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑥′𝑛 = 𝑎𝑛1𝑥1 + .... + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 ,

(2.1)

де 𝑥1(𝑡) , . . . , 𝑥𝑛(𝑡) — невiдомi функцiї, а всi 𝑎 𝑖𝑗 є сталими. Задача
пошуку розв’язку такої системи зводиться до пошуку власних чисел
та власних векторiв матрицi

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Яквiдомо з лiнiйної алгебри, власнi числа цiєї матрицi є розв’язками
наступного рiвняння, яке називають характеристичним рiвнянням

|||||||||||||

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 − 𝜆 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

|||||||||||||

= 0 .
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Власнi вектори 𝑢⃗ , що вiдповiдають власному числу 𝜆 , є розв’язками
системи рiвнянь (𝐴 − 𝜆𝐸) 𝑢⃗ = 0⃗ , де 𝐸 є одиничною матрицею. При
цьому можливi наступнi випадки.
Перший випадок. Всi n коренiв 𝜆1, … , 𝜆𝑛 характеристичного рiвнян-
ня дiйснi та рiзнi. Тодi iснує 𝑛 лiнiйно незалежних власних векторiв
𝑢⃗1 , . . . , 𝑢⃗𝑛 , якi вiдповiдають цим кореням, а загальний розв’язок си-
стеми (2.1) має вид

𝑥⃗ = 𝑐1 𝑒 𝜆1𝑡 𝑢⃗1 +⋯+ 𝑐𝑛 𝑒 𝜆𝑡 𝑢⃗𝑛 ,

де векторнi функцiї 𝑒 𝜆1𝑡 𝑢⃗1 , . . . , 𝑒 𝜆1𝑡 𝑢⃗𝑛 називають фундаменталь-
ною системою розв’язкiв нашої системи.
Другий випадок. Дiйсний корiнь 𝜆 має кратнiсть 𝑚 . Якщо йому
вiдповiдають 𝑚 лiнiйно незалежних власних векторiв 𝑢⃗1 , . . . , 𝑢⃗𝑚 ,
то цей корiнь породжує таку групу фундаментальних розв’язкiв:
𝑒 𝜆𝑡 𝑢⃗1 , . . . , 𝑒 𝜆𝑡 𝑢⃗𝑚 . Якщо йому вiдповiдає лише один власний вектор
𝑢⃗ , то до фундаментальної системи розв’язкiв увiйдуть

𝑒 𝜆𝑡 𝑢⃗1, 𝑒 𝜆𝑡 (𝑡𝑢⃗1 + 𝑢⃗2), 𝑒 𝜆𝑡 ( 𝑡2 𝑢⃗1∕2! + 𝑡 𝑢⃗2 + 𝑢⃗3 ) , . . . ,

𝑒 𝜆𝑡 ( 𝑡𝑚−1 𝑢⃗1∕(𝑚 − 1)! + 𝑡𝑚−2 𝑢⃗2∕(𝑚 − 2)! + . . . + 𝑡𝑢⃗𝑚−1 + 𝑢⃗𝑚 ) ,
де вектори 𝑢⃗2 , ...., 𝑢⃗𝑚 називаються приєднаними векторами. Цi при-
єднанi вектори знаходять з таких рiвнянь:

(𝐴 − 𝜆𝐸) 𝑢⃗2 = 𝑢⃗1 , (𝐴 − 𝜆𝐸) 𝑢⃗3 = 𝑢⃗2 , . . . , (𝐴 − 𝜆𝐸) 𝑢⃗𝑚 = 𝑢⃗𝑚−1 .

Якщо ж цьому кореню вiдповiдають 𝑘 лiнiйно незалежних власних
векторiв 𝑢⃗1 , . . . , 𝑢⃗𝑘 , де 1 < 𝑘 < 𝑚 , то до фундаментальної системи
увiйдуть 𝑘 розв’язкiв 𝑒 𝜆𝑡 𝑢⃗1 , . . . , 𝑒 𝜆𝑡 𝑢⃗𝑘 , а також ще додатковi 𝑚−𝑘
розв’язки, якi знаходять iз приєднаних векторiв аналогiчно до попе-
реднього випадку та якi залежать вiд тих власних векторiв, до яких
цi приєднанi вектори було побудовано.
Третiй випадок. Серед коренiв характеристичного рiвняння є ком-
плексна пара розв’язкiв 𝜆 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 кратностi 1. Тодi до фундамен-
тальної системи увiйдуть розв’язки 𝑅𝑒 (𝑒 (𝛼+𝑖𝛽) 𝑡 𝑢⃗) та 𝐼𝑚 (𝑒 (𝛼+𝑖𝛽) 𝑡 𝑢⃗) ,
де 𝑢⃗ є власним вектором, який вiдповiдає власному числу 𝛼 + 𝑖𝛽 .
Зауважимо, що з кореня 𝛼 − 𝑖𝛽 отримаємо аналогiчнi розв’язки з
точнiстю до знака.
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Приклад 2.1. Розв’яжемо систему

{
𝑥 ′ = 𝑥 − 𝑦
𝑦 ′ = −4𝑥 + 𝑦 .

Спочатку знайдемо власнi числа та власнi векториматрицi ( 1 −1
−4 1 ) :

|||||||
1 − 𝜆 −1
−4 1 − 𝜆

|||||||
= 1 − 2𝜆 + 𝜆2 − 4 = 𝜆2 − 2𝜆 − 3 = 0 .

Отже, власними числами є 𝜆1 = −1 та 𝜆2 = 3 . Знайдемо власнi
вектори, якi їм вiдповiдають.
Шукаємо власний вектор, який вiдповiдає 𝜆1 = −1 :

( 2 −1
−4 2 ) (

𝛼
𝛽) = (00) ,

звiдки 2𝛼−𝛽 = 0 . Оскiльки 𝛽 = 2𝛼 , то (𝛼, 𝛽) = (𝛼, 2𝛼) = 𝛼 (1, 2) , де
𝛼 є довiльною сталою. Отже, власними векторами, якi вiдповiдають
власному числу 𝜆1 = −1 , є (𝛼, 2𝛼) = 𝛼 (1, 2) .

Шукаємо власний вектор, який вiдповiдає 𝜆2 = 3 :

(−2 −1
−4 −2) (

𝛼
𝛽) = (00) ,

звiдки 2𝛼 + 𝛽 = 0 . Оскiльки 𝛽 = −2𝛼 , то (𝛼, 𝛽) = (𝛼, −2𝛼) =
𝛼 (1, −2) , де 𝛼 є довiльною сталою. Отже, власними векторами, якi
вiдповiдають власному числу 𝜆2 = 3 , є (𝛼, −2𝛼) = 𝛼 (1, −2) .
Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

(𝑥𝑦) = 𝑐1 𝑒−𝑡 (
1
2) + 𝑐2 𝑒3𝑡 (

1
−2) = ( 𝑐1 𝑒−𝑡 + 𝑐2 𝑒3𝑡

2𝑐1 𝑒−𝑡 − 2𝑐2 𝑒3𝑡
) .

Таким чином, 𝑥(𝑡) = 𝑐1 𝑒−𝑡 + 𝑐2 𝑒3𝑡 та 𝑦(𝑡) = 2𝑐1 𝑒−𝑡 − 2𝑐2 𝑒3𝑡, де 𝑐1
та 𝑐2 є довiльними сталими.
Приклад 2.2. Розв’яжемо систему

{
𝑥 ′ = 5𝑥 + 3𝑦
𝑦 ′ = −3𝑥 − 𝑦 .

Спочатку знайдемо власнi числа та власнi векториматрицi ( 5 3
−3 −1) :

|||||||
5 − 𝜆 3
−3 −1 − 𝜆

|||||||
= −5 − 4𝜆 + 𝜆2 + 9 = 𝜆2 − 4𝜆 + 4 = 0 .



2.1. Лiнiйнi однорiднi системи 21

Отже, маємо одне власне число є 𝜆1 = 𝜆2 = 2 . Знайдемо власнi
вектори, якi йому вiдповiдають.

( 3 3
−3 −3) (

𝛼
𝛽) = (00) ,

звiдки 𝛼 + 𝛽 = 0 . Оскiльки 𝛽 = −𝛼 , то (𝛼, 𝛽) = (𝛼, −𝛼) = 𝛼 (1, −1) ,
де 𝛼 є довiльною сталою. Отже, власними векторами, якi вiдповiда-
ють власному числу 𝜆1,2 = 2 , є (𝛼, −𝛼) = 𝛼 (1, −1) .

Знайдемо приєднаний вектор до власного вектора 𝛼 (1, −1) , де з
погляду зручностi вiзьмемо 𝛼 = 3 :

( 3 3
−3 −3) (

𝛼
𝛽) = ( 3−3) ,

звiдки 𝛼 + 𝛽 = 1 . Нехай 𝛼 = 0 , тодi 𝛽 = 1 , тобто приєднаним
вектором буде (0, 1) .

( 3−3) ← (01) .

Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

(𝑥𝑦) = 𝑐1𝑒 2𝑡 (
1
−1)+𝑐2𝑒

2𝑡 (𝑡 ( 3−3) + (01)) = 𝑒 2𝑡 ( 𝑐1 + 3𝑐2𝑡
−𝑐1 + 𝑐2(−3𝑡 + 1)) .

Таким чином, 𝑥(𝑡) = 𝑒 2𝑡(𝑐1 + 3𝑐2𝑡) та 𝑦(𝑡) = 𝑒 2𝑡(𝑐1 + 3𝑐2𝑡) , де 𝑐1 та
𝑐2 є довiльними сталими.

Приклад 2.3. Розв’яжемо систему

{
𝑥 ′ = 𝑥 − 3𝑦
𝑦 ′ = 3𝑥 + 𝑦 .

Спочатку знайдемо власнi числа та власнi вектори матрицi (1 −3
3 1 ) :

|||||||
1 − 𝜆 −3
3 1 − 𝜆

|||||||
= 1 − 2𝜆 + 𝜆2 + 9 = 𝜆2 − 2𝜆 + 10 = 0 .

Маємо комплекснi власнi числа 𝜆1,2 = 1 ± 3𝑖 . Знайдемо власний
вектор, який вiдповiдає числу 1 + 3𝑖 :

(−3𝑖 −3
3 −3𝑖) (

𝛼
𝛽) = (00) ,
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звiдки 𝑖𝛼 + 𝛽 = 0 та 𝛽 = −𝑖𝛼 . Нехай 𝛼 = 1 , тодi 𝛽 = −𝑖 , а
тому власний вектор має вигляд (1, −𝑖) . Вiдповiдний комплексний
розв’язок нашої системи має вигляд

𝑒(1+3𝑖)𝑡 ( 1−𝑖) = 𝑒𝑡(cos 3𝑡 + 𝑖 sin 3𝑡) ( 1−𝑖) = 𝑒𝑡 ( cos 3𝑡 + 𝑖 sin 3𝑡
−𝑖 cos 3𝑡 + sin 3𝑡) ,

тобто
𝑒𝑡 (cos 3𝑡sin 3𝑡) + 𝑖 𝑒𝑡 ( sin 3𝑡

− cos 3𝑡) .

Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

(𝑥𝑦) = 𝑐1 𝑒𝑡 (
cos 3𝑡
sin 3𝑡) + 𝑐2 𝑒𝑡 (

sin 3𝑡
− cos 3𝑡) ,

тобто 𝑥(𝑡) = 𝑒 𝑡(𝑐1 cos 3𝑡 + 𝑐2 sin 3𝑡) та 𝑦(𝑡) = 𝑒 𝑡(𝑐1 sin 3𝑡 − 𝑐2 cos 3𝑡) ,
де 𝑐1 та 𝑐2 є довiльними сталими.

Приклад 2.4. Розв’яжемо систему

⎧

⎨
⎩

𝑥 ′ = 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧
𝑦 ′ = 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧
𝑧 ′ = 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 .

Власними числами вiдповiдної матрицi тут є 𝜆1 = 1 , 𝜆2 = 2 та
𝜆3 = 3 . Знайдемо вiдповiднi власнi вектори. Почнемо з 𝜆1 = 1 .

⎛
⎜
⎝

1 −1 1
1 1 −1
1 −1 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

𝛼 − 𝛽 + 𝛾
𝛼 + 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛽 + 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
.

Звiдси 𝛼−𝛽+𝛾 = 0 та 𝛼+𝛽−𝛾 = 0 , звiдки 𝛼 = 0 та 𝛽 = 𝛼+𝛾 , тобто
𝛽 = 𝛾 = 𝑐1 , де 𝑐1 є довiльною сталою. Отже, власними векторами,
якi вiдповiдають власному числу 𝜆1 = 1 , є (0, 𝑐1, 𝑐1) = 𝑐1 (0, 1, 1) .
Аналогiчно для числа 𝜆2 = 2 буде

⎛
⎜
⎝

0 −1 1
1 0 −1
1 −1 0

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

−𝛽 + 𝛾
𝛼 − 𝛾
𝛼 − 𝛽

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
,

звiдки 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝑐2 , де 𝑐2 є довiльною сталою. Отже, власними
векторами, якi вiдповiдають 𝜆2 = 2 , є (𝑐2, 𝑐2, 𝑐2) = 𝑐2 (1, 1, 1) .
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Аналогiчно для числа 𝜆3 = 3 буде

⎛
⎜
⎝

−1 −1 1
1 −1 −1
1 −1 −1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

−𝛼 − 𝛽 + 𝛾
𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛽 − 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
.

Звiдси −𝛼−𝛽+𝛾 = 0 та 𝛼−𝛽−𝛾 = 0 , звiдки 𝛽 = 0 та 𝛼 = 𝛽+𝛾 , тобто
𝛼 = 𝛾 = 𝑐3 , де 𝑐3 є довiльною сталою. Отже, власними векторами,
якi вiдповiдають власному числу 𝜆3 = 3 , є (𝑐3, 0, 𝑐3) = 𝑐3 (1, 0, 1) .
Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

⎛
⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎠
= 𝑐1 𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝

0
1
1

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐2 𝑒 2𝑡

⎛
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐3 𝑒 3𝑡

⎛
⎜
⎝

1
0
1

⎞
⎟
⎠
,

тобто 𝑥(𝑡) = 𝑐2 𝑒 2𝑡 + 𝑐3 𝑒 3𝑡 , 𝑦(𝑡) = 𝑐1 𝑒 𝑡 + 𝑐2 𝑒 2𝑡 та 𝑧(𝑡) = 𝑐1 𝑒 𝑡 +
𝑐2 𝑒 2𝑡 + 𝑐3 𝑒 3𝑡 , де 𝑐1 , 𝑐2 та 𝑐3 є довiльними сталими.

Приклад 2.5. Розв’яжемо систему

⎧

⎨
⎩

𝑥 ′ = 𝑥 − 𝑦 − 𝑧
𝑦 ′ = 𝑥 + 𝑦
𝑧 ′ = 3𝑥 + 𝑧 .

Власними числами вiдповiдної матрицi тут є 𝜆1 = 1 та 𝜆2,3 = 1±2𝑖 .
Знайдемо вiдповiднi власнi вектори. Почнемо з 𝜆1 = 1 .

⎛
⎜
⎝

0 −1 −1
1 0 0
3 0 0

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

−𝛽 − 𝛾
𝛼
3𝛼

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
,

звiдки 𝛼 = 0 та 𝛽 = −𝛾 , тобто 𝛾 = 𝑐1 , 𝛽 = −𝑐1 , де 𝑐1 є довiльною
сталою. Отже, власними векторами, якi вiдповiдають власному числу
𝜆1 = 1 , є (0, −𝑐1, 𝑐1) = 𝑐1 (0, −1, 1) .

Знайдемо власний вектор, який вiдповiдає числу 1 + 2𝑖 :

⎛
⎜
⎝

−2𝑖 −1 −1
1 −2𝑖 0
3 0 −2𝑖

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

−2𝑖𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 2𝑖𝛽
3𝛼 − 2𝑖𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
.

Отже, 2𝑖𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0 , 𝛼 − 2𝑖𝛽 = 0 та 3𝛼 − 2𝑖𝛾 = 0 , звiдки 𝛼 =
2𝑖𝛽 та 𝛾 = 3𝛼∕2𝑖 = 3𝛽 . Нехай 𝛽 = 1 , тодi 𝛼 = 2𝑖 та 𝛾 = 3 , а
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тому власний вектор має вигляд (2𝑖, 1, 3) . Вiдповiдний комплексний
розв’язок нашої системи має вигляд

𝑒(1+2𝑖) 𝑡
⎛
⎜
⎝

2𝑖
1
3

⎞
⎟
⎠
= 𝑒 𝑡(cos 2𝑡 + 𝑖 sin 2𝑡)

⎛
⎜
⎝

2𝑖
1
3

⎞
⎟
⎠
= 𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝

2𝑖 cos 2𝑡 − 2 sin 2𝑡
cos 2𝑡 + 𝑖 sin 2𝑡
3 cos 2𝑡 + 3𝑖 sin 2𝑡

⎞
⎟
⎠
,

тобто

𝑒 𝑡
⎛
⎜
⎝

−2 sin 2𝑡
cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⎞
⎟
⎠
+ 𝑖 𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝

2 cos 2𝑡
sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⎞
⎟
⎠
.

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд

⎛
⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎠
= 𝑐1𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝

0
−1
1

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐2𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝

−2 sin 2𝑡
cos 2𝑡
3 cos 2𝑡

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐3𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝

2 cos 2𝑡
sin 2𝑡
3 sin 2𝑡

⎞
⎟
⎠
,

тобто 𝑥(𝑡) = 𝑒 𝑡(−2𝑐2 sin 2𝑡 + 2𝑐3 cos 2𝑡) , 𝑦(𝑡) = 𝑒 𝑡(−𝑐1 + 𝑐2 cos 2𝑡 +
𝑐3 sin 2𝑡) та 𝑧(𝑡) = 𝑒 𝑡(𝑐1 + 3𝑐2 cos 2𝑡 + 3𝑐3 sin 2𝑡) , де 𝑐1 , 𝑐2 та 𝑐3 є
довiльними сталими.

Приклад 2.6. Розв’яжемо систему

⎧

⎨
⎩

𝑥 ′ = 4𝑥 − 𝑦 − 𝑧
𝑦 ′ = 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧
𝑧 ′ = 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 .

Власними числами вiдповiдної матрицi тут є 𝜆1 = 2 та 𝜆2 = 𝜆3 = 3 .
Знайдемо вiдповiднi власнi вектори. Почнемо з 𝜆1 = 2 .

⎛
⎜
⎝

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

2𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛾
𝛼 − 𝛽

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
,

звiдки 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝑐1 , де 𝑐1 є довiльною сталою. Отже, власними
векторами, якi вiдповiдають 𝜆1 = 2 , є (𝑐1, 𝑐1, 𝑐1) = 𝑐1 (1, 1, 1) .
Для числа 𝜆2,3 = 3 буде

⎛
⎜
⎝

1 −1 −1
1 −1 −1
1 −1 −1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛽 − 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
,
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звiдки 𝛼 = 𝛽 + 𝛾 = 𝑐2 + 𝑐3 , де 𝑐2 та 𝑐3 є довiльними сталими. Отже,
власними векторами, якi вiдповiдають 𝜆2,3 = 3 , є (𝑐2 + 𝑐3, 𝑐2, 𝑐3) =
(𝑐2, 𝑐2, 0) + (𝑐3, 0, 𝑐3) = 𝑐2 (1, 1, 0) + 𝑐3 (1, 0, 1) .

Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

⎛
⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎠
= 𝑐1 𝑒 2𝑡

⎛
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎠
+ 𝑒 3𝑡

⎛
⎜
⎝
𝑐2
⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐3

⎛
⎜
⎝

1
0
1

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
,

тобто 𝑥(𝑡) = 𝑐1 𝑒 2𝑡 + 𝑒 3𝑡(𝑐2, +𝑐3) , 𝑦(𝑡) = 𝑐1 𝑒 2𝑡 + 𝑐2 𝑒 3𝑡 та 𝑧(𝑡) =
𝑐1 𝑒 2𝑡 + 𝑐3 𝑒 3𝑡 , де 𝑐1 , 𝑐2 та 𝑐3 є довiльними сталими.

Приклад 2.7. Розв’яжемо систему

⎧

⎨
⎩

𝑥 ′ = 4𝑥 − 𝑦
𝑦 ′ = 3𝑥 + 𝑦 − 𝑧
𝑧 ′ = 𝑥 + 𝑧 .

Єдиним власним числом вiдповiдної матрицi є 𝜆 = 2 . Знайдемо
вiдповiднi власнi вектори.

⎛
⎜
⎝

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

2𝛼 − 𝛽
3𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
.

Тому 𝛽 = 2𝛼 та 𝛾 = 𝛼 , звiдки (𝛼, 𝛽, 𝛾) = (𝑐1, 2𝑐1, 𝑐1) , де 𝑐1 є довiль-
ною сталою. Отже, власними векторами, якi вiдповiдають власному
числу 𝜆 = 2 , є (𝑐1, 2𝑐1, 𝑐1) = 𝑐1 (1, 2, 1) .

Знайдемо приєднанi вектори до власного вектора (1, 2, 1) .

⎛
⎜
⎝

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

2𝛼 − 𝛽
3𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

1
2
1

⎞
⎟
⎠
,

звiдки 2𝛼 − 𝛽 = 1 та 𝛼 − 𝛾 = 1 . Тодi 𝛽 = 2𝛼 − 1 та 𝛾 = 𝛼 − 1 ,
звiдки при 𝛼 = 0 буде 𝛽 = 𝛾 = −1 . Отже, приєднаним вектором
буде (𝛼, 𝛽, 𝛾) = (0, −1, −1) .
Знайдемо другий приєднаний вектор.

⎛
⎜
⎝

2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

2𝛼 − 𝛽
3𝛼 − 𝛽 − 𝛾
𝛼 − 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
−1
−1

⎞
⎟
⎠
,
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звiдки 2𝛼−𝛽 = 0 та 𝛼−𝛾 = −1 . Тодi 𝛽 = 2𝛼 та 𝛾 = 𝛼+1 , звiдки при
𝛼 = 0 буде 𝛽 = 0 та 𝛾 = 1 . Отже, ще одним приєднаним вектором
буде (𝛼, 𝛽, 𝛾) = (0, 0, 1) .
Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

⎛
⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎠

= 𝑐1 𝑒 2𝑡
⎛
⎜
⎝

1
2
1

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐2 𝑒 2𝑡

⎛
⎜
⎝
𝑡
⎛
⎜
⎝

1
2
1

⎞
⎟
⎠
+
⎛
⎜
⎝

0
−1
−1

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
+

𝑐3 𝑒 2𝑡
⎛
⎜
⎝

𝑡2

2

⎛
⎜
⎝

1
2
1

⎞
⎟
⎠
+ 𝑡

⎛
⎜
⎝

0
−1
−1

⎞
⎟
⎠
+
⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
.

Приклад 2.8. Розв’яжемо систему

⎧

⎨
⎩

𝑥 ′ = 2𝑥 − 𝑦 − 𝑧
𝑦 ′ = 2𝑥 − 𝑦 − 2𝑧
𝑧 ′ = −𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 .

Єдиним власним числом вiдповiдної матрицi є 𝜆 = 1 . Знайдемо
вiдповiднi власнi вектори.

⎛
⎜
⎝

1 −1 −1
2 −2 −2

−1 1 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

𝛼 − 𝛽 − 𝛾
2𝛼 − 2𝛽 − 2𝛾
−𝛼 + 𝛽 + 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

0
0
0

⎞
⎟
⎠
.

Тому 𝛼 − 𝛽 − 𝛾 = 0 , звiдки 𝛼 = 𝛽 + 𝛾 = 𝑐1 + 𝑐2 , де 𝑐1 та 𝑐2 є
довiльними сталими. Отже, власними векторами, якi вiдповiдають
власному числу 𝜆 = 1 , є (𝑐1 + 𝑐2, 𝑐1, 𝑐2) = (𝑐1, 𝑐1, 0) + (𝑐2, 0, 𝑐2) =
𝑐1 (1, 1, 0) + 𝑐2 (1, 0, 1) .
Для знаходження приєднаного вектора оберемо 𝑐1 = 2 та 𝑐2 = −1 ,

тобто знайдемо приєднаний вектор до власного вектора (1, 2, −1) .

⎛
⎜
⎝

1 −1 −1
2 −2 −2

−1 1 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

𝛼
𝛽
𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

𝛼 − 𝛽 − 𝛾
2𝛼 − 2𝛽 − 2𝛾
−𝛼 + 𝛽 + 𝛾

⎞
⎟
⎠
=

⎛
⎜
⎝

1
2
−1

⎞
⎟
⎠
,

тобто 𝛼 − 𝛽 − 𝛾 = 1 , звiдки при 𝛽 = 𝛾 = 0 буде 𝛼 = 1 . Отже,
приєднаним вектором буде (𝛼, 𝛽, 𝛾) = (1, 0, 0) .
Отже, загальний розв’язок нашої системи має вигляд

⎛
⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎠
= 𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝
𝑐1
⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐2

⎛
⎜
⎝

1
0
1

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
+ 𝑐3𝑒 𝑡

⎛
⎜
⎝
𝑡
⎛
⎜
⎝

1
2
−1

⎞
⎟
⎠
+
⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
.
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2.2. Лiнiйнi неоднорiднi системи зi сталими
коефiцiєнтами

Лiнiйна неоднорiдна система диференцiальних рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами записується в наступному виглядi

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑥′1 = 𝑎11𝑥1 + .... + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑓1(𝑡),
𝑥′2 = 𝑎21𝑥1 + .... + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 + 𝑓2(𝑡),
........................................
𝑥′𝑛 = 𝑎𝑛1𝑥1 + .... + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 + 𝑓𝑛(𝑡)

,

де 𝑥𝑖(𝑡) - невiдомi функцiї, 𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

- стала ма-

триця, 𝑓𝑖(𝑡) - заданi функцiї. Загальний розв’язок даного рiвняння
записується у виглядi 𝑥⃗ = 𝑥⃗𝑜 + 𝑥⃗ч , де 𝑥⃗0 = {𝑥𝑖𝑜(𝑡)}𝑛𝑖=1 - загальний
розв’язок вiдповiдної однорiдної системи, а 𝑥⃗ч = {𝑥𝑖ч(𝑡)}𝑛𝑖=1 - час-
тковий розв’язок неоднорiдної системи. Нехай 𝑓𝑖(𝑡) мають вигляд
квазiполiномiв з контрольним числом 𝑘 :

𝑓𝑖(𝑡) = 𝑒𝑘𝑡(𝑝𝑖0𝑡𝑚 + 𝑝𝑖1𝑡𝑚−1 + .... + 𝑝𝑖(𝑚−1)𝑡 + 𝑝𝑖𝑚).

Тодi 𝑥𝑖ч(𝑡) шукаються у виглядi

𝑥𝑖ч(𝑡) = 𝑒𝑘𝑡(𝑃𝑖0𝑡𝑚+𝑟 + 𝑃𝑖1𝑡𝑚+𝑟−1 + .... + 𝑃𝑖(𝑚+𝑟−1)𝑡 + 𝑃𝑖(𝑚+𝑟)),

де 𝑃𝑖𝑗 - невiдомi коефiцiєнти, якi треба знайти, а 𝑟 рiвне кратностi
кореня характеристичного рiвняння, який спiвпадає iз контрольним
числом (r=0, якщо контрольне число не є коренем характеристичного
рiвняння). Нехай 𝑓𝑖(𝑡) мають вигляд квазiполiномiв з контрольним
числом 𝛼 + 𝑖𝛽 :

𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑡((𝑝𝑖0𝑡𝑚 + 𝑝𝑖1𝑡𝑚−1 + .... + 𝑝𝑖(𝑚−1)𝑡 + 𝑝𝑖𝑚)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡+

+(𝑞𝑖0𝑡𝑚 + 𝑞𝑖1𝑡𝑚−1 + .... + 𝑞𝑖(𝑚−1)𝑡 + 𝑞𝑖𝑚)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡).
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Тодi 𝑥𝑖ч(𝑡) шукаються у виглядi

𝑥𝑖ч(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡((𝑃𝑖0𝑡𝑚+𝑟 + 𝑃𝑖1𝑡𝑚+𝑟−1 + .... + 𝑃𝑖(𝑚+𝑟−1)𝑡 + 𝑃𝑖(𝑚+𝑟))𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡+

+(𝑄𝑖0𝑡𝑚+𝑟 + 𝑄𝑖1𝑡𝑚+𝑟−1 + .... + 𝑄𝑖(𝑚+𝑟−1)𝑡 + 𝑄𝑖(𝑚+𝑟))𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡,
де 𝑃𝑖𝑗 , 𝑄𝑖𝑗 - невiдомi коефiцiєнти, якi треба знайти, а 𝑟 рiвне кратно-
стi кореня характеристичного рiвняння, який спiвпадає iз контроль-
ним числом (r=0, якщо контрольне число не є коренем характеристи-
чного рiвняння). Якщо 𝑓𝑖(𝑡) є сумою декiлькох квазiполiномiв, то, як
i у випадку лiнiйних неоднорiдних рiвнянь, застосовується принцип
суперпозицiї. Якщо 𝑓𝑖(𝑡) не є квазiполiномом, то для пошуку 𝑥𝑖ч(𝑡)
використовується метод Лагранжа (варiацiї сталих).

Приклад 1.

{
𝑥′ = 𝑦 + 2𝑒𝑡,
𝑦′ = 𝑥 + 𝑡2

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.
|||||||
−𝑘 1
1 −𝑘

|||||||
= 𝑘2 − 1 = 0.

Маємо власнi числа 𝑘1 = −1 , 𝑘2 = 1 . Знайдемо власнi вектори, якi
їм вiдповiдають.
Для числа 𝑘1 = −1 :

(1 1
1 1) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ 𝛼 + 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = −𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐1, 𝛽 = −𝑐1.

Отже, числу 𝑘1 = −1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐1 (
1
−1) .

Для числа 𝑘2 = 1 :

(−1 1
1 −1) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ −𝛼 + 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = 𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐2, 𝛽 = 𝑐2.

Отже, числу 𝑘2 = 1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐2 (
1
1) . Маємо

розв’язок вiдповiдної однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1𝑒−𝑡 (

1
−1) + 𝑐2𝑒𝑡 (

1
1) .
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Знайдемо частковий розв’язок системи

{
𝑥′ = 𝑦 + 2𝑒𝑡,
𝑦′ = 𝑥

.

Контрольне число дорiвнює 1 i спiвпадає iз 𝑘2 , тому 𝑟 = 1 . В правiй
частинi системи маємо вираз вигляду 𝑎𝑒𝑡 , отже, розв’язок будемо
пiдбирати у наступному виглядi (степiнь полiнома бiля експоненти
зростає на одиницю)

𝑥 = (𝐴1𝑡 + 𝐵1)𝑒𝑡, 𝑦 = (𝐴2𝑡 + 𝐵2)𝑒𝑡.

Знайдемо похiднi:

𝑥′ = 𝐴1𝑒𝑡 + (𝐴1𝑡 + 𝐵1)𝑒𝑡, 𝑦′ = 𝐴2𝑒𝑡 + (𝐴2𝑡 + 𝐵2)𝑒𝑡.

Пiдставляємо отриманi вирази в систему i скорочуємо експонети:

{
𝐴1 + 𝐴1𝑡 + 𝐵1 = 𝐴2𝑡 + 𝐵2 + 2,
𝐴2 + 𝐴2𝑡 + 𝐵2 = 𝐴1𝑡 + 𝐵1

.

Прирiвнюємо коефiцiєнти бiля подiбних доданкiв в обох рiвняннях
злiва i справа:

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴1 = 𝐴2,
𝐴1 + 𝐵1 = 𝐵2 + 2,
𝐴2 = 𝐴1,
𝐴2 + 𝐵2 = 𝐵1

⇒ {
𝐴1 + 𝐵1 − 𝐵2 = 2,
𝐵1 − 𝐵2 = 𝐴2 = 𝐴1,

⇒

⇒ {
2𝐴1 = 2, 𝐴1 = 1
𝐵1 − 𝐵2 = 𝐴2 = 𝐴1 = 1,

Нехай 𝐵2 = 0 , тодi 𝐵1 = 1 . Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч1
= 𝑒𝑡 (𝑡 + 1

𝑡 ) .
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Знайдемо частковий розв’язок системи

{
𝑥′ = 𝑦,
𝑦′ = 𝑥 + 𝑡2

.

Контрольне число дорiвнює 0 i не спiвпадає iз власними числами,
тому 𝑟 = 0 . В правiй частинi системимаємо вираз вигляду 𝑎𝑡2+𝑏𝑡+𝑐 ,
отже, розв’язок будемо пiдбирати в аналогiчному виглядi

𝑥 = 𝐴1𝑡2 + 𝐵1𝑡 + 𝐶1, 𝑦 = 𝐴2𝑡2 + 𝐵2𝑡 + 𝐶2.

Знайдемо похiднi:

𝑥′ = 2𝐴1𝑡 + 𝐵1, 𝑦′ = 2𝐴2𝑡 + 𝐵2.

Пiдставляємо отриманi вирази в систему:

⎧

⎨
⎩

2𝐴1𝑡 + 𝐵1 = 𝐴2𝑡2 + 𝐵2𝑡 + 𝐶2,

2𝐴2𝑡 + 𝐵2 = 𝐴1𝑡2 + 𝐵1𝑡 + 𝐶1 + 𝑡2
.

Прирiвнюємо коефiцiєнти бiля подiбних доданкiв в обох рiвняннях
злiва i справа:

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0 = 𝐴2,
2𝐴1 = 𝐵2,
𝐵1 = 𝐶2,
0 = 𝐴1 + 1,
2𝐴2 = 𝐵1,
𝐵2 = 𝐶1

⇒

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝐴2 = 0,
𝐵2 = 2𝐴1 = −2,
𝐶2 = 𝐵1 = 0,
𝐴1 = −1,
𝐵1 = 2𝐴2 = 0,
𝐶1 = 𝐵2 = −2

.

Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч2
= (−𝑡

2 − 2
−2𝑡 ) .
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Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑜
+ (𝑥𝑦)ч1

+ (𝑥𝑦)ч2
=

= 𝑐1𝑒−𝑡 (
1
−1) + 𝑐2𝑒𝑡 (

1
1) + 𝑒𝑡 (𝑡 + 1

𝑡 ) + (−𝑡
2 − 2
−2𝑡 ) .

Приклад 2.

{
𝑥′ = 𝑦 − 5 cos 𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 + 𝑦

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.

|||||||
−𝑘 1
2 1 − 𝑘

|||||||
= 𝑘2 − 𝑘 − 2 = 0.

Маємо власнi числа 𝑘1 = −1 , 𝑘2 = 2 . Знайдемо власнi вектори, якi
їм вiдповiдають.
Для числа 𝑘1 = −1 :

(1 1
2 2) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ 𝛼 + 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = −𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐1, 𝛽 = −𝑐1.

Отже, числу 𝑘1 = −1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐1 (
1
−1) .

Для числа 𝑘2 = 2 :

(−2 1
2 −1) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ −2𝛼 + 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = 2𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐2, 𝛽 = 2𝑐2.

Отже, числу 𝑘2 = 1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐2 (
1
2) . Маємо

розв’язок вiдповiдної однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1𝑒−𝑡 (

1
−1) + 𝑐2𝑒2𝑡 (

1
2) .
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Знайдемо частковий розв’язок системи

{
𝑥′ = 𝑦 − 5 cos 𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 + 𝑦

.

Контрольне число дорiвнює 𝑖 i не спiвпадає iз власними числами,
тому 𝑟 = 0 . В правiй частинi системи маємо вираз вигляду 𝑎 cos 𝑡 +
𝑏 sin 𝑡 , отже, розв’язок будемо пiдбирати в аналогiчному виглядi

𝑥 = 𝐴1 cos 𝑡 + 𝐵1 sin 𝑡, 𝑦 = 𝐴2 cos 𝑡 + 𝐵2 sin 𝑡.

Знайдемо похiднi:

𝑥′ = −𝐴1 sin 𝑡 + 𝐵1 cos 𝑡, 𝑦′ = −𝐴2 sin 𝑡 + 𝐵2 cos 𝑡.

Пiдставляємо отриманi вирази в систему:

{
−𝐴1 sin 𝑡 + 𝐵1 cos 𝑡 = 𝐴2 cos 𝑡 + 𝐵2 sin 𝑡 − 5 cos 𝑡,
−𝐴2 sin 𝑡 + 𝐵2 cos 𝑡 = 2𝐴1 cos 𝑡 + 2𝐵1 sin 𝑡 + 𝐴2 cos 𝑡 + 𝐵2 sin 𝑡

.

Прирiвнюємо коефiцiєнти бiля подiбних доданкiв в обох рiвняннях
злiва i справа:

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

−𝐴1 = 𝐵2,
𝐵1 = 𝐴2 − 5,
−𝐴2 = 2𝐵1 + 𝐵2,
𝐵2 = 2𝐴1 + 𝐴2

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐵2 = −𝐴1,
𝐵1 = 𝐴2 − 5,
−𝐴2 = 2𝐴2 − 10 − 𝐴1,
−𝐴1 = 2𝐴1 + 𝐴2

⇒

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐵2 = −𝐴1,
𝐵1 = 𝐴2 − 5,
3𝐴2 − 𝐴1 = 10,
𝐴2 = −3𝐴1

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐵2 = −𝐴1 = 1,
𝐵1 = 𝐴2 − 5 = −2,
−10𝐴1 = 10 ⇒ 𝐴1 = −1,
𝐴2 = −3𝐴1 = 3

Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= (− cos 𝑡 − 2 sin 𝑡

3 cos 𝑡 + sin 𝑡 ) .
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Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑜
+ (𝑥𝑦)ч

= 𝑐1𝑒−𝑡 (
1
−1) + 𝑐2𝑒2𝑡 (

1
2) + (− cos 𝑡 − 2 sin 𝑡

3 cos 𝑡 + sin 𝑡 ) .

Приклад 3.

{
𝑥′ = 𝑥 + 2𝑦 + 16𝑡𝑒𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 − 2𝑦

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.
|||||||
1 − 𝑘 2
2 −2 − 𝑘

|||||||
= 𝑘2 + 𝑘 − 6 = 0.

Маємо власнi числа 𝑘1 = −3 , 𝑘2 = 2 . Знайдемо власнi вектори, якi
їм вiдповiдають.
Для числа 𝑘1 = −3 :

(4 2
2 1) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ 2𝛼 + 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = −2𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐1, 𝛽 = −2𝑐1.

Отже, числу 𝑘1 = −3 вiдповiдають власнi вектори 𝑐1 (
1
−2) .

Для числа 𝑘2 = 2 :

(−1 2
2 −4) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ −𝛼 + 2𝛽 = 0 ⇒ 𝛼 = 2𝛽 ⇒ 𝛽 = 𝑐2, 𝛼 = 2𝑐2.

Отже, числу 𝑘2 = 2 вiдповiдають власнi вектори 𝑐2 (
2
1) . Маємо

розв’язок вiдповiдної однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1𝑒−3𝑡 (

1
−2) + 𝑐2𝑒2𝑡 (

2
1) .

Знайдемо частковий розв’язок системи

{
𝑥′ = 𝑥 + 2𝑦 + 16𝑡𝑒𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 − 2𝑦

.
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Контрольне число дорiвнює 1 i не спiвпадає iз власними числами,
тому 𝑟 = 0 . В правiй частинi системи маємо вираз вигляду (𝑎𝑡+𝑏)𝑒𝑡 ,
отже, розв’язок будемо пiдбирати в аналогiчному виглядi

𝑥 = (𝐴1𝑡 + 𝐵1)𝑒𝑡, 𝑦 = (𝐴2𝑡 + 𝐵2)𝑒𝑡.

Знайдемо похiднi:

𝑥′ = 𝐴1𝑒𝑡 + (𝐴1𝑡 + 𝐵1)𝑒𝑡, 𝑦′ = 𝐴2𝑒𝑡 + (𝐴2𝑡 + 𝐵2)𝑒𝑡.

Пiдставляємо отриманi вирази в систему i скорочуємо експонети:

{
𝐴1 +�����𝐴1𝑡 + 𝐵1 =�����𝐴1𝑡 + 𝐵1 + 2𝐴2𝑡 + 2𝐵2 + 16𝑡,
𝐴2 + 𝐴2𝑡 + 𝐵2 = 2𝐴1𝑡 + 2𝐵1 − 2𝐴2𝑡 − 2𝐵2

.

Прирiвнюємо коефiцiєнти бiля подiбних доданкiв в обох рiвняннях
злiва i справа:

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

0 = 2𝐴2 + 16,
𝐴1 = 2𝐵2,
𝐴2 = 2𝐴1 − 2𝐴2,
𝐴2 + 𝐵2 = 2𝐵1 − 2𝐵2

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴2 = −8,
𝐵2 = 𝐴1∕2 = −6,
𝐴1 = 3∕2𝐴2 = −12,
𝐵1 = 𝐴2∕2 + 3∕2𝐵2 = −13

.

Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= 𝑒𝑡 (−12𝑡 − 13

−8𝑡 − 6 ) .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑜
+ (𝑥𝑦)ч

= 𝑐1𝑒−3𝑡 (
1
−2) + 𝑐2𝑒2𝑡 (

2
1) + 𝑒𝑡 (−12𝑡 − 13

−8𝑡 − 6 ) .

Приклад 4.

{
𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦,
𝑦′ = 𝑥 + 2𝑒𝑡
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Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.

|||||||
2 − 𝑘 −1
1 −𝑘

|||||||
= 𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0.

Маємо одне власне число 𝑘1 = 𝑘2 = 1 . Знайдемо власнi вектори, якi
йому вiдповiдають:

(1 −1
1 −1) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ 𝛼 − 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = 𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐1, 𝛽 = 𝑐1.

Отже, числу 𝑘1 = 𝑘2 = 1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐1 (
1
1) . Шука-

ємо приєднаний вектор до власного вектора (11) :

(1 −1
1 −1) (

𝛼
𝛽) = (11) ⇒ 𝛼 − 𝛽 = 1.

Нехай 𝛽 = 0 , тодi 𝛼 = 1 , отже, маємо приєднаний вектор (10) :

(11) ← (10) .

Можемо записати розв’язок вiдповiдної однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1𝑒𝑡 (

1
1) + 𝑐2𝑒𝑡 (𝑡 (

1
1) + (10)) .

Знайдемо частковий розв’язок системи

{
𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦,
𝑦′ = 𝑥 + 2𝑒𝑡

Контрольне число дорiвнює 1 i спiвпадає iз 𝑘1 i 𝑘2 , тому 𝑟 = 2 . В пра-
вiй частинi системи маємо вираз вигляду 𝑎𝑒𝑡 , отже, розв’язок будемо
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пiдбирати у наступному виглядi (степiнь полiнома бiля експоненти
зростає на двiйку)

𝑥 = (𝐴1𝑡2 + 𝐵1𝑡 + 𝐶1)𝑒𝑡, 𝑦 = (𝐴2𝑡2 + 𝐵2𝑡 + 𝐶2)𝑒𝑡.

Знайдемо похiднi:

𝑥′ = (2𝐴1𝑡+𝐵1)𝑒𝑡+(𝐴1𝑡2+𝐵1𝑡+𝐶1)𝑒𝑡, 𝑦′ = (2𝐴2𝑡+𝐵2)𝑒𝑡+(𝐴2𝑡2+𝐵2𝑡+𝐶2)𝑒𝑡.

Пiдставляємо отриманi вирази в систему i скорочуємо експонети:

⎧

⎨
⎩

2𝐴1𝑡 + 𝐵1 + 𝐴1𝑡2 + 𝐵1𝑡 + 𝐶1 = 2𝐴1𝑡2 + 2𝐵1𝑡 + 2𝐶1 − 𝐴2𝑡2 − 𝐵2𝑡 − 𝐶2,

2𝐴2𝑡 + 𝐵2 + 𝐴2𝑡2 + 𝐵2𝑡 + 𝐶2 = 𝐴1𝑡2 + 𝐵1𝑡 + 𝐶1 + 2.

Прирiвнюємо коефiцiєнти бiля подiбних доданкiв в обох рiвняннях
злiва i справа:

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝐴1 = 2𝐴1 − 𝐴2,
2𝐴1 + 𝐵1 = 2𝐵1 − 𝐵2,
𝐵1 + 𝐶1 = 2𝐶1 − 𝐶2,
𝐴2 = 𝐴1,
2𝐴2 + 𝐵2 = 𝐵1,
𝐵2 + 𝐶2 = 𝐶1 + 2

⇒

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝐴1 = 𝐴2,
2𝐴1 = 𝐵1 − 𝐵2,
𝐵1 = 𝐶1 − 𝐶2,
2𝐴2 = 𝐵1 − 𝐵2,
𝐵2 = 𝐶1 − 𝐶2 + 2

⇒

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴1 = 𝐴2,
2𝐴1 = 𝐵1 − 𝐵2,
𝐵1 = 𝐶1 − 𝐶2,
𝐵1 − 𝐵2 = −2

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴1 = 𝐴2 = −1,
2𝐴1 = −2,
𝐵1 = 𝐶1 − 𝐶2,
𝐵1 − 𝐵2 = −2

.

Нехай 𝐶1 = 𝐶2 = 0 , тодi 𝐵1 = 0 , 𝐵2 = 2 .Маємонаступнийчастковий
розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= 𝑒𝑡 ( −𝑡2

−𝑡2 + 2𝑡) .
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Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑜
+ (𝑥𝑦)ч

= 𝑐1𝑒𝑡 (
1
1) + 𝑐2𝑒𝑡 (𝑡 (

1
1) + (10)) + 𝑒𝑡 ( −𝑡2

−𝑡2 + 2𝑡) .

Дану систему можна було розв’язати iншим способом:

{
𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦 ⇒ 𝑦 = 2𝑥 − 𝑥′,
𝑦′ = 𝑥 + 2𝑒𝑡

.

Виразимо iз першого рiвняння 𝑦 i пiдставимо в друге рiвняння:

2𝑥′ − 𝑥′′ = 𝑥 + 2𝑒𝑡 ⇒ 𝑥′′ − 2𝑥′ + 𝑥 = −2𝑒𝑡.

Маємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Знайдемо розв’язок вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння:

𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0 ⇒ 𝑘1 = 𝑘2 = 1.

Отже, 𝑥𝑜 = 𝑒𝑡(𝑐1+𝑐2𝑡) . Контрольне число дорiвнює 1 i спiвпадає iз 𝑘1
i 𝑘2 , тому маємо подвiйний резонанс: 𝑟 = 2 . Права частина рiвняння
має вигляд 𝑎𝑒𝑡 , тому, враховуючи резонанас, частковий розв’язок
неоднорiдного рiвняння будемо шукати у виглядi

𝑥 = 𝐴𝑡2𝑒𝑡 ⇒ 𝑥′ = 𝐴𝑡2𝑒𝑡 + 2𝐴𝑡𝑒𝑡 ⇒ 𝑥′′ = 𝐴𝑡2𝑒𝑡 + 4𝐴𝑡𝑒𝑡 + 2𝐴𝑒𝑡.

Пiдставимо данi вирази у початкове рiвняння i скоротимо на експо-
ненту:

��𝐴𝑡2 +��4𝐴𝑡 + 2𝐴 −���2𝐴𝑡2 −��4𝐴𝑡 +��𝐴𝑡2 = −2 ⇒ 𝐴 = −1.

Отже, 𝑥ч = −𝑡2𝑒𝑡 . Маємо:

𝑥 = 𝑥𝑜 + 𝑥ч = 𝑒𝑡(𝑐1 + 𝑐2𝑡) − 𝑡2𝑒𝑡,

𝑦 = 2𝑥 − 𝑥′ = 2𝑒𝑡(𝑐1 + 𝑐2𝑡) − 2𝑡2𝑒𝑡 − 𝑒𝑡(𝑐1 + 𝑐2𝑡) − 𝑐2𝑒𝑡 + 2𝑡𝑒𝑡 + 𝑡2𝑒𝑡 =

= 𝑒𝑡(𝑐1 + 𝑐2𝑡 − 𝑐2) + 𝑒𝑡(−𝑡2 + 2𝑡).
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Приклад 5.

{
𝑥′ = 𝑥 − 𝑦 + 2 sin 𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦

.

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.

|||||||
1 − 𝑘 −1
2 −1 − 𝑘

|||||||
= 𝑘2 + 1 = 0.

Маємо комплекснi власнi числа 𝑘1,2 = ±𝑖 . Знайдемо власний вектор,
який вiдповiдає числу 𝑖 :

(1 − 𝑖 −1
2 −1 − 𝑖) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ (1 − 𝑖)𝛼 − 𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = (1 − 𝑖)𝛼.

Нехай 𝛼 = 1 , тодi 𝛽 = 1 − 𝑖 , отже, маємо власний вектор ( 1
1 − 𝑖) .

Запишемо вiдповiдний комплексний розв’язок системи:

𝑒𝑖𝑡 ( 1
1 − 𝑖) = (cos 𝑡+𝑖 sin 𝑡) ( 1

1 − 𝑖) = ( cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡
cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡 − 𝑖 cos 𝑡 + sin 𝑡) =

= ( cos 𝑡
cos 𝑡 + sin 𝑡) + 𝑖 ( sin 𝑡

sin 𝑡 − cos 𝑡) .

Можемо записати розв’язок вiдповiдної однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1 (

cos 𝑡
cos 𝑡 + sin 𝑡) + 𝑐2 (

sin 𝑡
sin 𝑡 − cos 𝑡) .

Знайдемо частковий розв’язок системи

{
𝑥′ = 𝑥 − 𝑦 + 2 sin 𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦

.

Контрольне число дорiвнює 𝑖 i спiвпадає iз власним числом 𝑘1 = 𝑖 ,
тому 𝑟 = 1 . В правiй частинi системи маємо вираз вигляду 𝑎 cos 𝑡 +
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𝑏 sin 𝑡 , отже, враховуючи 𝑟 = 1 , розв’язок будемо пiдбирати в насту-
пному виглядi (степiнь полiномiв бiля тригонометричних функцiй
зростає на одиницю):

𝑥 = (𝐴1𝑡 + 𝐵1) cos 𝑡 + (𝐶1𝑡 + 𝐷1) sin 𝑡,

𝑦 = (𝐴2𝑡 + 𝐵2) cos 𝑡 + (𝐶2𝑡 + 𝐷2) sin 𝑡.

Знайдемо похiднi:

𝑥′ = 𝐴1 cos 𝑡 − (𝐴1𝑡 + 𝐵1) sin 𝑡 + 𝐶1 sin 𝑡 + (𝐶1𝑡 + 𝐷1) cos 𝑡,

𝑦′ = 𝐴2 cos 𝑡 − (𝐴2𝑡 + 𝐵2) sin 𝑡 + 𝐶2 sin 𝑡 + (𝐶2𝑡 + 𝐷2) cos 𝑡.

Пiдставляємо отриманi вирази в систему:

(𝐴1+𝐶1𝑡+𝐷1) cos 𝑡+(𝐶1−𝐴1𝑡−𝐵1) sin 𝑡 = (𝐴1𝑡+𝐵1−𝐴2𝑡−𝐵2) cos 𝑡+

+(𝐶1𝑡 + 𝐷1 − 𝐶2𝑡 − 𝐷2 + 2) sin 𝑡,

(𝐴2+𝐶2𝑡+𝐷2) cos 𝑡+(𝐶2−𝐴2𝑡−𝐵2) sin 𝑡 = (2𝐴1𝑡+2𝐵1−𝐴2𝑡−𝐵2) cos 𝑡+

+(2𝐶1𝑡 + 2𝐷1 − 𝐶2𝑡 − 𝐷2) sin 𝑡.

Прирiвнюємо коефiцiєнти бiля подiбних доданкiв в обох рiвняннях
злiва i справа:

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴1 + 𝐶1𝑡 + 𝐷1 = 𝐴1𝑡 + 𝐵1 − 𝐴2𝑡 − 𝐵2,
𝐶1 − 𝐴1𝑡 − 𝐵1 = 𝐶1𝑡 + 𝐷1 − 𝐶2𝑡 − 𝐷2 + 2,
𝐴2 + 𝐶2𝑡 + 𝐷2 = 2𝐴1𝑡 + 2𝐵1 − 𝐴2𝑡 − 𝐵2,
𝐶2 − 𝐴2𝑡 − 𝐵2 = 2𝐶1𝑡 + 2𝐷1 − 𝐶2𝑡 − 𝐷2

.

Звiдси

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴1 + 𝐷1 = 𝐵1 − 𝐵2,
𝐶1 − 𝐵1 = 𝐷1 − 𝐷2 + 2,
𝐴2 + 𝐷2 = 2𝐵1 − 𝐵2,
𝐶2 − 𝐵2 = 2𝐷1 − 𝐷2

⇒

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐴1 = 𝐵1 − 𝐵2 − 𝐷1,
𝐶1 = 𝐷1 − 𝐷2 + 𝐵1 + 2,
𝐴2 = 2𝐵1 − 𝐵2 − 𝐷2,
𝐶2 = 2𝐷1 − 𝐷2 + 𝐵2

,
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⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐶1 = 𝐴1 − 𝐴2,
−𝐴1 = 𝐶1 − 𝐶2,
𝐶2 = 2𝐴1 − 𝐴2,
−𝐴2 = 2𝐶1 − 𝐶2

⇒ {
𝐶1 = 𝐴1 − 𝐴2,
𝐶2 = 2𝐴1 − 𝐴2

⇒

⇒ {
𝐷1 − 𝐷2 + 𝐵1 + 2 = −𝐵1 − 𝐷1 + 𝐷2,
2𝐷1 − 𝐷2 + 𝐵2 = −𝐵2 − 2𝐷1 + 𝐷2

⇒ {
𝐵1 = −𝐷1 + 𝐷2 − 1,
𝐵2 = −2𝐷1 + 𝐷2.

Нехай 𝐷1 = 𝐷2 = 0 , тодi

𝐵1 = −1, 𝐵2 = 0, 𝐴1 = −1, 𝐶1 = 1, 𝐴2 = −2, 𝐶2 = 0.

Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= ((−𝑡 − 1) cos 𝑡 + 𝑡 sin 𝑡

−2𝑡 cos 𝑡 ) .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = 𝑐1 (
cos 𝑡

cos 𝑡 + sin 𝑡) + 𝑐2 (
sin 𝑡

sin 𝑡 − cos 𝑡) + (
(−𝑡 − 1) cos 𝑡 + 𝑡 sin 𝑡

−2𝑡 cos 𝑡 ) .

Дану систему можна було розв’язати iншим способом:

{
𝑥′ = 𝑥 − 𝑦 + 2 sin 𝑡,
𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦 ⇒ 𝑥 = 1

2
(𝑦′ + 𝑦) .

Виразимо iз другого рiвняння 𝑥 i пiдставимо в перше рiвняння:

1
2(𝑦

′′ + 𝑦′) = 1
2(𝑦

′ + 𝑦) − 𝑦 + 2 sin 𝑡 ⇒ 𝑦′′ + 𝑦 = 4 sin 𝑡.

Маємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Знайдемо розв’язок вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння:

𝑘2 + 1 = 0 ⇒ 𝑘1,2 = ±𝑖.

Отже, 𝑦𝑜 = 𝑐1 cos 𝑡+𝑐2 sin 𝑡 . Контрольне число дорiвнює 𝑖 i спiвпадає
iз 𝑘1 , томумаємо резонанс: 𝑟 = 1 . Права частина рiвняннямає вигляд
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𝑎 cos 𝑡 + 𝑏 sin 𝑡 , тому, враховуючи резонанас, частковий розв’язок
неоднорiдного рiвняння будемо шукати у виглядi

𝑦 = 𝑡(𝐴 cos 𝑡+𝐵 sin 𝑡) ⇒ 𝑦′ = 𝐴 cos 𝑡+𝐵 sin 𝑡+𝑡(−𝐴 sin 𝑡+𝐵 cos 𝑡) ⇒

⇒ 𝑦′′ = −2𝐴 sin 𝑡 + 2𝐵 cos 𝑡 + 𝑡(−𝐴 cos 𝑡 − 𝐵 sin 𝑡).

Пiдставимо данi вирази у початкове рiвняння:

−2𝐴 sin 𝑡+2𝐵 cos 𝑡+((((((((((
𝑡(−𝐴 cos 𝑡 − 𝐵 sin 𝑡)+(((((((((

𝑡(𝐴 cos 𝑡 + 𝐵 sin 𝑡) = 4 sin 𝑡.

Отже, 𝐴 = −2 , 𝐵 = 0 i 𝑦ч = −2𝑡 cos 𝑡 . Маємо:

𝑦 = 𝑦𝑜 + 𝑦ч = 𝑐1 cos 𝑡 + 𝑐2 sin 𝑡 − 2𝑡 cos 𝑡,

𝑥 = 1
2(𝑦

′+𝑦) = 1
2(−𝑐1 sin 𝑡+𝑐2 cos 𝑡−2 cos 𝑡+2𝑡 sin 𝑡+𝑐1 cos 𝑡+𝑐2 sin 𝑡−

−2𝑡 cos 𝑡) = 1
2(𝑐1(cos 𝑡−sin 𝑡)+𝑐2(cos 𝑡+sin 𝑡))−(𝑡+1) cos 𝑡+𝑡 sin 𝑡.

2.3. Метод Лагранжа (варiацiї сталих) для
лiнiйних систем

Лiнiйна неоднорiдна система диференцiальних рiвнянь

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑥′1 = 𝑎11𝑥1 + .... + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑓1(𝑡),
𝑥′2 = 𝑎21𝑥1 + .... + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 + 𝑓2(𝑡),
........................................
𝑥′𝑛 = 𝑎𝑛1𝑥1 + .... + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 + 𝑓𝑛(𝑡),

де 𝑓𝑖(𝑡) необов’яково є квазiполiномами, розв’язується методом Ла-
гранжа (варiацiї сталих). Нехай знайдено загальний розв’язок вiдпо-
вiдної однорiдної системи:

𝑥⃗𝑜 = 𝑐1𝑥⃗1 + .... + 𝑐𝑛𝑥⃗𝑛.
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Тодi частковий розв’язок неоднорiдної системи шукається у виглядi

𝑥⃗ч = 𝑐1(𝑡)𝑥⃗1 + .... + 𝑐𝑛(𝑡)𝑥⃗𝑛,

де невiдомi функцiї 𝑐𝑖(𝑡) визначаються наступною системою рiвнянь

𝑐′1(𝑡)𝑥⃗1 + .... + 𝑐′𝑛(𝑡)𝑥⃗𝑛 = 𝑓(𝑡),

де 𝑓(𝑡) = {𝑓𝑖(𝑡)}𝑛𝑖=1 .
Приклад 1.

{
𝑥′ = 𝑦 + 𝑡𝑔2 𝑡 − 1,
𝑦′ = −𝑥 + 𝑡𝑔 𝑡

.

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.
|||||||
−𝑘 1
−1 −𝑘

|||||||
= 𝑘2 + 1 = 0.

Маємо власнi числа 𝑘1,2 = ±𝑖 . Знайдемо власний вектор, який вiд-
повiдає числу 𝑖 :

(−𝑖 1
−1 −𝑖) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ −𝑖𝛼 + 𝛽 = 0.

Нехай 𝛼 = 1 , тодi 𝛽 = 𝑖 , отже, маємо власний вектор (1𝑖) . Запишемо
вiдповiдний комплексний розв’язок однорiдної системи:

𝑒𝑖𝑡 (1𝑖) = (cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡) (1𝑖) = (cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡
𝑖 cos 𝑡 − sin 𝑡) = ( cos 𝑡− sin 𝑡) + 𝑖 (sin 𝑡cos 𝑡) .

Маємо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1 (

cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑐2 (

sin 𝑡
cos 𝑡) .

Розв’язок неоднорiдної системи будемо шукати у виглядi

(𝑥𝑦) = 𝑐1(𝑡) (
cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑐2(𝑡) (

sin 𝑡
cos 𝑡) ,
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де невiдомi функцiї 𝑐1(𝑡) , 𝑐2(𝑡) визначаються системою рiвнянь

𝑐′1(𝑡) (
cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑐′2(𝑡) (

sin 𝑡
cos 𝑡) = (𝑡𝑔

2 𝑡 − 1
𝑡𝑔 𝑡 ) .

Розв’яжемо дану систему методом Крамера:

∆ =
|||||||
cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡

|||||||
= cos2 𝑡 + sin2 𝑡 = 1,

∆1 =
|||||||
𝑡𝑔2 𝑡 − 1 sin 𝑡
𝑡𝑔 𝑡 cos 𝑡

|||||||
= sin2 𝑡

cos 𝑡 − cos 𝑡 − sin2 𝑡
cos 𝑡 = − cos 𝑡,

∆2 =
|||||||
cos 𝑡 𝑡𝑔2 𝑡 − 1
− sin 𝑡 𝑡𝑔 𝑡

|||||||
= sin 𝑡+sin 𝑡 𝑡𝑔2 𝑡−sin 𝑡 = sin 𝑡 ( 1

cos2 𝑡
− 1) =

= sin 𝑡
cos2 𝑡

− sin 𝑡.

Маємо
𝑐′1(𝑡) =

∆1
∆ = −cos 𝑡 ⇒ 𝑐1(𝑡) = − sin 𝑡 + 𝑐1,

𝑐′2(𝑡) =
∆2
∆ = sin 𝑡

cos2 𝑡
− sin 𝑡 ⇒ 𝑐2(𝑡) = ∫ sin 𝑡

cos2 𝑡
− sin 𝑡 𝑑𝑡 =

= ∫
−𝑑(cos 𝑡)
cos2 𝑡

+ cos 𝑡 = 1
cos 𝑡 + cos 𝑡 + 𝑐2.

Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= −sin 𝑡 ( cos 𝑡− sin 𝑡) + ( 1

cos 𝑡 + cos 𝑡) (sin 𝑡cos 𝑡) =

= (
− sin 𝑡 cos 𝑡 + 𝑡𝑔 𝑡 + sin 𝑡 cos 𝑡

sin2 𝑡 + 1 + cos2 𝑡 ) = (𝑡𝑔 𝑡2 ) .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = (𝑥𝑦)𝑜
+ (𝑥𝑦)ч

= 𝑐1 (
cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑐2 (

sin 𝑡
cos 𝑡) + (𝑡𝑔 𝑡2 ) .
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Дану систему можна розв’язати i iншим способом:

{
𝑥′ = 𝑦 + 𝑡𝑔2 𝑡 − 1,
𝑦′ = −𝑥 + 𝑡𝑔 𝑡

⇒ {
𝑥′ = 𝑦 + 1

cos2 𝑡
− 2,

𝑦′ = −𝑥 + 𝑡𝑔 𝑡
⇒

⇒ {
(𝑥 − 𝑡𝑔 𝑡)′ = 𝑦 − 2,
(𝑦 − 2)′ = −(𝑥 − 𝑡𝑔 𝑡).

Зробимо замiну 𝑢 = 𝑥 − 𝑡𝑔 𝑡 , 𝑣 = 𝑦 − 2 i отримаємо однорiдну
систему:

{
𝑢′ = 𝑣,
𝑣′ = −𝑢

.

Розв’язок цiєї системи ми вже знаходили вище:

(𝑢𝑣) = (𝑥𝑦) − (𝑡𝑔 𝑡2 ) = 𝑐1 (
cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑐2 (

sin 𝑡
cos 𝑡) .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = 𝑐1 (
cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑐2 (

sin 𝑡
cos 𝑡) + (𝑡𝑔 𝑡2 ) .

Приклад 2.

{
𝑥′ = −𝑥 + 2𝑦,
𝑦′ = −3𝑥 + 4𝑦 + 𝑒3𝑡

𝑒2𝑡+1

.

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.

|||||||
−1 − 𝑘 2
−3 4 − 𝑘

|||||||
= 𝑘2 − 3𝑘 + 2 = 0.

Маємо власнi числа 𝑘1 = 1 , 𝑘2 = 2 . Знайдемо власнi вектори, якi
вдповiдають числу 𝑘1 = 1 :

(−2 2
−3 3) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ −2𝛼 + 2𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = 𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐1, 𝛽 = 𝑐1.
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Отже, числу 1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐1 (
1
1) . Знайдемо власнi

вектори, якi вiдповiдають числу 𝑘2 = 2 :

(−3 2
−3 2) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ −3𝛼+2𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = 3∕2𝛼 ⇒ 𝛼 = 2𝑐2, 𝛽 = 3𝑐2.

Отже, числу 2 вiдповiдають власнi вектори 𝑐2 (
2
3) . Запишеморозв’язок

однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1𝑒𝑡 (

1
1) + 𝑐2𝑒2𝑡 (

2
3) .

Розв’язок неоднорiдної системи будемо шукати у виглядi

(𝑥𝑦) = 𝑐1(𝑡)𝑒𝑡 (
1
1) + 𝑐2(𝑡)𝑒2𝑡 (

2
3) ,

де невiдомi функцiї 𝑐1(𝑡) , 𝑐2(𝑡) визначаються системою рiвнянь

𝑐′1(𝑡)𝑒
𝑡 (11) + 𝑐′2(𝑡)𝑒

2𝑡 (23) = (
0
𝑒3𝑡

𝑒2𝑡+1
) .

Скоротивши на 𝑒𝑡 , дану систему можна записати у виглядi:

{
𝑐′1 + 2𝑐′2𝑒

𝑡 = 0,
𝑐′1 + 3𝑐′2𝑒

𝑡 = 𝑒2𝑡

𝑒2𝑡+1

⇒ {
𝑐′1 = −2𝑐′2𝑒

𝑡,
𝑐′2𝑒

𝑡 = 𝑒2𝑡

𝑒2𝑡+1

⇒
⎧

⎨
⎩

𝑐′1 = − 2𝑒2𝑡

𝑒2𝑡+1
,

𝑐′2 =
𝑒𝑡

𝑒2𝑡+1

.

Маємо

𝑐1(𝑡) = −∫ 2𝑒2𝑡

𝑒2𝑡 + 1
𝑑𝑡 = −∫

𝑑(𝑒2𝑡 + 1)
𝑒2𝑡 + 1

= − ln(𝑒2𝑡 + 1) + 𝑐1,

𝑐2(𝑡) = ∫ 𝑒𝑡

𝑒2𝑡 + 1
𝑑𝑡 = ∫

𝑑(𝑒𝑡)
𝑒2𝑡 + 1

= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑒𝑡 + 𝑐2.
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Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= −𝑒𝑡 ln(𝑒2𝑡 + 1) (11) + 𝑒2𝑡𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑒𝑡 (23) .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = 𝑐1𝑒𝑡 (
1
1) + 𝑐2𝑒2𝑡 (

2
3) − 𝑒𝑡 ln(𝑒2𝑡 + 1) (11) + 𝑒2𝑡𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑒𝑡 (23) .

Приклад 3.

{
𝑥′ = 3𝑥 − 2𝑦,
𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦 + 15𝑒𝑡

√
𝑡

.

Спочатку знайдемо розв’язок вiдповiдної однорiдної системи.

|||||||
3 − 𝑘 −2
2 −1 − 𝑘

|||||||
= 𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0.

Маємо одне власне число 𝑘1 = 𝑘2 = 1 . Знайдемо власнi вектори,
який йому вiдповiдають:

(2 −2
2 −2) (

𝛼
𝛽) = (00) ⇒ 2𝛼 − 2𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 = 𝛼 ⇒ 𝛼 = 𝑐1, 𝛽 = 𝑐1.

Отже, числу 1 вiдповiдають власнi вектори 𝑐1 (
1
1) . Шукаємо приєд-

наний вектор до власного вектора (22) :

(2 −2
2 −2) (

𝛼
𝛽) = (22) ⇒ 2𝛼 − 2𝛽 = 2.

Нехай 𝛼 = 0 , тодi 𝛽 = −1 , отже, маємо приєднаний вектор ( 0−1) :

(22) ← ( 0−1) .
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Запишемо розв’язок однорiдної системи:

(𝑥𝑦)𝑜
= 𝑐1𝑒𝑡 (

1
1) + 𝑐2𝑒𝑡 (𝑡 (

2
2) + ( 0−1)) .

Розв’язок неоднорiдної системи будемо шукати у виглядi

(𝑥𝑦) = 𝑐1(𝑡)𝑒𝑡 (
1
1) + 𝑐2(𝑡)𝑒𝑡 (𝑡 (

2
2) + ( 0−1)) ,

де невiдомi функцiї 𝑐1(𝑡) , 𝑐2(𝑡) визначаються системою рiвнянь

𝑐′1(𝑡)𝑒
𝑡 (11) + 𝑐′2(𝑡)𝑒

𝑡 (𝑡 (22) + ( 0−1)) = (
0

15𝑒𝑡
√
𝑡) .

Скоротивши на 𝑒𝑡 , дану систему можна записати у виглядi:

{
𝑐′1 + 2𝑐′2𝑡 = 0,
𝑐′1 + 2𝑐′2𝑡 − 𝑐′2 = 15

√
𝑡

⇒ {
𝑐′1 = −2𝑐′2𝑡,
−𝑐′2 = 15

√
𝑡

⇒ {
𝑐′1 = 30𝑡3∕2,
𝑐′2 = −15

√
𝑡

.

Маємо
𝑐1(𝑡) = 12𝑡5∕2 + 𝑐1, 𝑐2(𝑡) = −10𝑡3∕2 + 𝑐2.

Маємо наступний частковий розв’язок:

(𝑥𝑦)ч
= 12𝑡5∕2𝑒𝑡 (11)−10𝑡

3∕2𝑒𝑡 (𝑡 (22) + ( 0−1)) = 𝑒𝑡 ( −8𝑡5∕2
−8𝑡5∕2 + 10𝑡3∕2) .

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:

(𝑥𝑦) = 𝑐1𝑒𝑡 (
1
1) + 𝑐2𝑒𝑡 (𝑡 (

2
2) + ( 0−1)) + 𝑒𝑡 ( −8𝑡5∕2

−8𝑡5∕2 + 10𝑡3∕2) .
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