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≺ 2 Передмова

1 Передмова

Курс "Основи теорiї кiл"є базовим при пiдготовцi студентiв, що навчаються
по спецiальностi 172 "Телекомунiкацiї та радiотехнiка". Метою даного посiбника
є допомога студентам при вирiшеннi задач, що пов’язанi iз розрахунком лiнiйних
кiл постiйного струму.

В посiбнику розглянуто основнi методи аналiзу кiл постiйного струму: метод
рiвнянь Кiрхгофа, метод контурних струмiв, метод вузлових потенцiалiв, метод
суперпозицiї, метод еквiвалентного генератора.

Основний матерiал посiбника розбито на три частини. У роздiлi 2 розглянуто
основнi теоретичнi вiдомостi, якi необхiднi для розумiння матерiалу. Роздiл 3
мiстить приклади розв’язання типових задач. Задачi iз роздiлу 4 призначенi
для самостiйного розв’язку.
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2 Електричнi кола постiйного струму

2.1 Основнi елементи i властивостi електричних кiл

2.1.1 Поняття двополюсника i чотириполюсника

Електричним колом називають сукупнiсть пристроїв, якi призначенi для
забезпечення проходження електричного струму. Пристроями, що утворюють
електричне коло, є: джерела електромагнiтної енергiї (генератори); споживачi
електромагнiтної енергiї (приймачi, навантаження); системи передачi енергiї.

Кожне джерело, як i кожний приймач надiленi двома затискачами, за до-
помогою яких через систему передачi здiйснюється зв’язок мiж джерелами i
приймачами. Цi затискачi iнакше називають полюсами джерела чи приймача.
А тому джерела i приймачi отримали загальну назву ДВОПОЛЮСНИКIВ. У
загальному випадку двополюсник може об’єднувати декiлька джерел i прийма-
чiв i складатися iз бiльш простих двополюсникiв, що електрично зв’язанi мiж
собою.

Двополюсник, що не утримує джерел електромагнiтної енергiї, називають
пасивним i зображають у виглядi прямокутника (рис. 2.1). Двополюсник, що
утримує джерело енергiї, називають активним (рис. 2.2).

Рис. 2.1

Рис. 2.2

Промiжний пристрiй, який служить для передачi енергiї вiд джерела до при-
ймача, повинен мати чотири затискача. Такий пристрiй називають чотирипо-
люсником (рис. 2.3). Простим пристроєм для передачi енергiї вiд джерела до
приймача є два проводи, що з’єднують затискачi джерела з затискачами при-
ймача.
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Рис. 2.3

2.1.2 Фiзичнi поняття про електромагнiтнi процеси в електричних
колах

Електромагнiтнi процеси в електричних колах при передачi енергiї повнiстю
описуються за допомогою таких понятьяк струм, напруга, потужнiсть, ЕРС.

Нагадаємо, що електричний струм у провiдниках є явищем упорядкованого
руху електричних зарядiв. Iнтенсивнiсть а босила струму вимiрюється кiлькiстю
електричного заряду 𝑄, що проходить через поперечний перерiз провiдника в
одиницю часу

𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
(2.1)

Отже, струм визначається швидкiстю змiни заряду з часом. У системi CI
заряд вимiрюється в кулонах (К), час у секундах (с), струм в амперах (А).

Струм як вiдношення двох скалярних величин також є скалярна алгебраїчна
величина, знак якої залежить вiд напрямку руху зарядiв одного знаку. Домо-
вимось, що напрямок руху позитивних зарядiв вiдповiдає позитивному струму.
Задати однозначно струм у виглядi деякої пункцiї часу можливо тiльки пiсля
вказiвки вибраного позитивного напрямку струму. А тому перед початком ана-
лiзу потрiбно показати на всiх дiлянках кола позитивнi напрямки струмiв, вибiр
яких може бути довiльним.

Проходження електричного струму або перенесення зарядiв у колi зв’язанi з
перетвореннями або споживаннями енергiї. Для визначення енергiї, яка затра-
чується на перемiщенi зарядiв в електричному колi,вводять нову величину —
НАПРУГУ.

Напругою називають кiлькiсть енергiї, яка затрачується на перемiщення оди-
ницi заряду iз однiєї точки схеми в iншу

𝑈 =
𝑑𝑊

𝑑𝑄
(2.2)

де 𝑊 — енергiя. При вимiрюваннi енергiї в джоулях (Дж) i заряду в кулонах,
напруга вимiрюється у вольтах (В).

Напруга як вiдношення двох скалярних величин також є скалярна алгебраї-
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чна величина. Для однозначного визначення знаку напруги мiж двома виводами
дiлянки кола, одному з виводiв умовно приписують позитивну полярнiсть, яку
вiдзначають або стрiлкою, що направлена вiд виводу, або знаком ”+"(рис. 2.4
а,б) напруга позитивна, якщо її полярнiсть спiвпадає з вибраною.

Рис. 2.4

Енергiя що затрачується на перемiщення заряду 𝑄 на дiлянцi кола з напру-
гою 𝑈 , до моменту часу 𝑡

𝑊 =

𝑡∫︁
−∞

𝑈𝑑𝑄 =

𝑡∫︁
−∞

𝑈𝐼𝑑𝑡 (2.3)

Потужнiсть електричного кола

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
(2.4)

Потужнiсть в електричному колi, що дорiвнює добутку напруги i струму, також
є алгебраїчною величиною. Знак її визначається знаками напруги i струму: при
спiвпаданнi цих знакiв потужнiсть позитивна, що вiдповiдає споживанню енер-
гiї; при неспiвпаданнi знакiв напруги i струмiв, потужнiсть вiд’ємна, що означає
її вiддачу. Така дiлянка кола є джерелом енергiї.

Струм i напругу будемо вважати функцiями часу довiльної форми: 𝐼 = 𝐹 (𝑡);
𝑈 = 𝐹 (𝑡).В окремих випадках вони можуть бути постiйними або перiодичними.
Нагадаємо, що постiйним струмом називають струм, що не змiнюється з часом:

𝐼 =
𝑄

𝑡
(2.5)

де 𝑄 –– кiлькiсть зарядiв, що перенесенi за час 𝑡.
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2.1.3 Пасивнi елементи кiл i їх властивостi

Для кiлькiсного опису процесiв, що мають мiсце в колах, вводять на роз-
гляд пасивнi елементи, величини яких характеризують певними значеннями,
якi називають параметрами. До пасивних елементiв кола вiдносять резистори,
iндуктивнi котушки i конденсатори, їх параметрами є вiдповiдно опiр, iндуктив-
нiсть i ємнiсть.

РЕЗИСТОРАМИ називають елементи електричних кiл, головна властивiсть
яких полягає в необоротностi перетворення електромагнiтної енергiї у тепло.
Умовнi графiчнi зображення резисторiв подано на рис. 2.6.

Рис. 2.5

Для резистора виготовленого у формi стрижня, опiр

𝑅 = 𝜌
𝑙

𝑆
(2.6)

де 𝜌— питомий опiр матерiалу, 𝑙 —- довжина, 𝑆 — поперечний перерiз резистора.
Опiр резистора залежить також вiд його температури:

𝑅𝑡 = 𝑅0 [1 + 𝛼(𝑡− 𝑡0)] , (2.7)

де 𝑅0 — опiр резистора при температурi 𝑡0, 𝛼 — температурний коефiцiєнт, який
показує на скiльки зростає опiр резистора при пiдвищенi температури на один
градус.

Опiр резистора залежить також вiд частоти змiнного струму, що пов’язано з
явищем поверхневого ефекту. Дiйсно, при протiканнi постiйного струму густина
струму по перерiзу резистора однакова. Густина же змiнного струму у поверхнi
резистора бiльша, нiж у його центральнiй частинi, що обумовлюється явищем
електромагнiтної iндукцiї. Таким чином, при змiнному струмi поперечний пе-
рерiз резистора якби зменшується, що приводить до збiльшення його опору. Це
явище помiтно проявляється тiльки в областi надвисоких частот. Опiр резисто-
ра змiнному струму називають активним, а постiйному струму — електричним
опором.

У системi СI опiр резистора вимiрюється в Омах (Ом). Кратнi одиницi Ома:
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1 кОм = 1000 Ом; 1 МОм = 106 Ом.
Експериментально встановлено, що струм 𝐼 та напруга 𝑈 електричного опо-

ру пов’язанi законом Ома:

𝑈 = 𝑅𝐼, 𝐼 = 𝑔𝑈, 𝑔 =
1

𝑅
, (2.8)

де 𝑔 — провiднiсть резистора, яка вимiрюється в сименсах.
Потужнiсть резистора дорiвнює швидкостi видiлення теплоти

𝑃 = 𝑈𝐼 = 𝐼2𝑅 =
𝑈 2

𝑅
(2.9)

Енергiя, що витрачається в резисторi на протязi промiжку часу вiд 𝑡1 до 𝑡2,
дорiвнює

𝑊𝑅 =

𝑡2∫︁
𝑡1

𝑃𝑑𝑡 =

𝑡2∫︁
𝑡1

𝐼2𝑅𝑑𝑡 ==

𝑡2∫︁
𝑡1

𝑈 2

𝑅
𝑑𝑡 (2.10)

IНДУКТИВНА КОТУШКА представляє собою пасивний двополюсник, що
володiє властивiстю накопичувати енергiю у видi енергiї магнiтного поля. Умов-
не позначення iндуктивної котушки подано на рис. 2.6. Основною кiлькiсною
мiрою iндуктивної котушки є iндуктивнiсть (коефiцiєнт iндукцiї) 𝐿. Iндуктив-
нiстю називають також сам елемент.

Рис. 2.6

Струм в обмотцi котушки створює магнiтний потiк, що пронизує витки обмо-
тки. Ураховуючи, що усi витки котушки пронизуються створеним нею магнi-
тним потоком, впроваджується поняття потокозчеплення котушки

𝜓 = 𝑊Φ (2.11)

де 𝑊 — число виткiв котушки, Φ — магнiтний потiк.
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У котушцi без залiзного осердя магнiтний потiк зчеплення пропорцiйний
струму в її обмотцi

𝜓 = 𝐿𝐼 (2.12)

де 𝐿 — iндуктивнiсть котушки. Таким чином,

𝐿 =
𝜓

𝐼
=
𝑊Φ

𝐼
(2.13)

У системi СI магнiтний потiк вимiрюється у веберах (Вб), струм в амперах
(А), iндуктивнiстьу генрi (Гн). Кратнi одиницi генрi: 1 мГн = 10−3 Гн; 1 мкГн
= 10−6 Гн.

При змiнi струму в котушцi змiнюється магнiтний потiк, що пронизує її. У
котушцi, згiдно з законом електромагнiтної iндукцiї, наводяться ЕРС самоiнду-
кцiї

𝑒𝐿 = −𝑑𝜓
𝑑𝑡

= −𝐿𝑑𝐼
𝑑𝑡

(2.14)

ЕРС самоiндукцiї направлена таким чином, що струм, викликаний нею, пра-
гне перешкодити навiдному потоку.

Зв’язок мiж струмом i напругою елемента згiдно з законом електромагнiтної
iндукцiї має вигляд

𝑈 = −𝑒𝐿 = 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
(2.15)

Напруга на iндуктивнiй котушцi визначається швидкiстю змiни струму.
При проходженнi через iндуктивнiсть постiйного струму потiк не змiнює-

ться, напруга дорiвнює нулю, що рiвнозначно закороченню затискачiв елемента.
Iз (2.15) струм у будь-який момент часу

𝐼 =
1

𝐿

𝑡∫︁
−∞

𝑈𝑑𝑡 (2.16)

При 𝑡 = −∞, 𝐼 = 0.
Потужнiсть iндуктивної котушки

𝑃 = 𝑈𝐼 = 𝐿𝐼
𝑑𝐼

𝑑𝑡
(2.17)

При спiвпаданнi знакiв струму i напруги має мiсце накопичення енергiї, а по-
тужнiсть позитивна, при неспiвпаданнi знакiв потужнiсть вiд’ємна, що означає
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вiддачу накопиченої енергiї.
Енергiя, що накопичена в iндуктивностi

𝑊𝐿 =

𝑡∫︁
−∞

𝐿𝐼
𝑑𝐼

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

𝑡∫︁
0

𝐿𝐼𝑑𝐼 =
𝐿𝐼2

2
(2.18)

Енергiя в iндуктивностi визначається величиною струму в даний момент: вона
пропорцiйна квадрату струму i тому не може мати вiд’ємних значень.

КОНДЕНСАТОР — пасивний двополюсник, головна властивiсть якого по-
лягає в тому, що вiн може накопичувати енергiю у формi енергiї електричного
поля. Конденсатор складається з двох пластин або двох провiдникiв, роздiлених
мiж собою дiелектриком. Параметром конденсатора є ємнiсть.

Якщо до конденсатора прикласти напругу, то на його обкладках з’являються
заряди рiвнi за величиною i протилежнi зазнаком. У дiелектрику мiж обкладка-
ми створюється зв’язане з цими зарядами електричне поле. Так як напруженiсть
електричного поля пропорцiйна напрузi мiж обкладками, то заряд на обкладках
конденсатора буде пропорцiйний напрузi:

𝑄 = 𝐶𝑈 (2.19)

де 𝐶 — ємнiсть конденсатора. В системi СI ємнiсть вимiрюється в фарадах
(𝐶 = 𝑄/𝑈 [К/В=Ф]). Кратнi одиницi ємностi: 1 мкФ = 10−6 Ф; 1 пФ = 10−12 Ф.
Умовнi зображення конденсатора поданi на рис. 2.7.

Рис. 2.7

Зв’язок мiж струмом i напругою для конденсатора можна отримати з (2.19),
якщо продиференцiювати обидвi частини за часом

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝐼𝑐 = 𝐶

𝑑𝑈

𝑑𝑡
(2.20)

Струм у конденсаторi визначається швидкiстю змiни напруги. У випадку по-
стiйної напруги струм через конденсатор дорiвнює нулю. Якщо задається струм,
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то з (2.20)

𝑈 =
1

𝐶

𝑡∫︁
−∞

𝐼𝑑𝑡 =
1

𝐶

0∫︁
−∞

𝐼𝑑𝑡+
1

𝐶

𝑡∫︁
0

𝐼𝑑𝑡 = 𝑈(0) +
1

𝐶

𝑡∫︁
0

𝐼𝑑𝑡 (2.21)

де 𝑈(0) — початкова напруга на конденсаторi при 𝑡 = 0.
Потужнiсть у колi з конденсатором

𝑃 = 𝑈𝐼 = 𝐶𝑈
𝑑𝑈

𝑑𝑡
(2.22)

Потужнiсть позитивна в iнтервалах наростання енергiї, коли вона надходить
вiд джерела у конденсатор i вiд’ємна в iнтервалах зменшення енергiї, коли вона
повертається джерелу.

Енергiя, що накопичується в конденсаторi

𝑊𝐶 =

𝑡∫︁
−∞

𝐶𝑈
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

𝑡∫︁
−∞

𝐶𝑈𝑑𝑈 =
𝐶𝑈 2

2
. (2.23)

Енергiя в конденсаторi пропорцiйна квадрату напруги i тому не може мати
вiд’ємних значень.

2.1.4 Активнi елементи кiл та їх характеристики

Активними елементами кола є джерела електричної енергiї — генератори.
Основними параметрами Генераторiв є електрорушiйна сила ℰ i внутрiшнiй опiр
𝑅𝑖.

У генераторах має мiсце перетворення якого-небудь виду енергiї в електри-
чну. Наприклад, у гальванiчних елементах i акумуляторах хiмiчна енергiя пе-
ретворюється в електричну, в сонячних батареях — свiтлова енергiя перетворю-
ється в електричну i тому подiбне. Всерединi генераторiв має мiсце вимушений
подiл електричних зарядiв рiзних знакiв, що викликає виникнення всерединi
генератора електричного поля, а отже, i рiзницi потенцiалiв. Ця рiзниця потен-
цiалiв називається електрорушiйною силою, величина ЕРС

ℰ =
𝑑𝑊𝑐

𝑑𝑄
(2.24)
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де 𝑊𝑐 — робота, що виконується стороннiми силами. У системi СI ЕРС вимiрю-
ється у вольтах (Дж/К = В).

ЕРС генератора є причиною виникнення струму в електричному колi. Чи-
сельно ЕРС генератора дорiвнює рiзницi потенцiалiв мiж його затискачами у
випадку, коли коло розiмкнене i струм через генератор не протiкає. За напря-
мок ЕРС приймається напрямок вимушеного руху позитивних зарядiв усерединi
генератора, тобто напрямок вiд вiд’ємного полюса генератора до позитивного.

При перемiщенi зарядiв усерединi джерела, останнi стикаються з рiзними
частинками, тобто зазнають опору руху — 𝑅𝑖

Розрiзняють джерела напруги i струму. Якщо внутрiшнiй опiр генератора
малий у порiвняннi з опором навантаження(𝑅𝑖 << 𝑅н), тодi його називають
джерелом напруги (рис. 2.8).

Рис. 2.8

Залежнiсть 𝑈 = 𝐹 (𝑖) називають зовнiшньою характеристикою джерела на-
пруги. Її можна отримати за допомогою схеми рис. 2.9.

Рис. 2.9

За законом Ома
𝐼 =

ℰ
𝑅 +𝑅н

𝐼𝑅𝑖
+ 𝐼𝑅н = ℰ .

Напруга на затискачах генератора рiвна 𝑈 = 𝐼𝑅н. Тодi

𝑈 = ℰ − 𝐼𝑅𝑖 (2.25)

Якщо 𝐼 = 0 (𝑅н = ∞), 𝑈𝑥𝑥 = ℰ — режим холостого ходу. Якщо 𝑈 = 0 (𝑅н = 0),
𝐼𝑘 = ℰ/𝑅𝑖 — режим короткого замикання.
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Графiк зовнiшньої характеристики подано на рис. 2.10.

Рис. 2.10

У таких випадках, коли 𝑅𝑖 >> 𝑅н струм що входить у зовнiшнє коло, не
залежить вiд опору навантаження. У цих випадках генератор зручно характе-
ризувати не його ЕРС, а створеним ним струмом: 𝐼0 = ℰ/𝑅𝑖. У цьому випадку
генератор називають джерелом струму. Його зовнiшньою характеристикою є
залежнiсть 𝐼 = 𝐹 (𝑈) (рис. 2.11).

Рис. 2.11

Умовне зображення джерела струму подано на рис. 2.12.

Рис. 2.12
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Завжди можна джерело напруги замiнити еквiвалентним джерелом струму
i навпаки. Дiйсно, рiвняння (2.25) подiлимо на 𝑅𝑖

𝑈

𝑅𝑖
=

ℰ
𝑅𝑖

− 𝐼

Звiдси
𝐼 = 𝐼0 − 𝑔𝑖𝑈 (2.26)

Якщо 𝑈 = 0, 𝐼 = 𝐼0 (𝑅н = 0) — режим короткого замикання. Якщо 𝐼 = 0
(𝑅н = ∞), 𝐼0 = 𝑈/𝑅𝑖 — режим холостого ходу.

Рiвнянню (2.26) вiдповiдає схема (рис. 2.13). Оскiльки рiвняння (2.25) i (2.26)
еквiвалентнi, то i схеми (рис. 2.12, 2.13) еквiвалентнi.

Рис. 2.13

Джерела струму i джерела напруги не еквiвалентнi у вiдношеннi потужностi.
Якщо 𝑅н = ∞, то в джерелi ЕРС 𝑃𝑥𝑥 = 0, а в джерелi струму 𝑃𝑥𝑥 = 𝑈 2/𝑅𝑖.

2.2 Основнi закони електричних кiл

2.2.1 Закон Ома i вольт-амперна характеристика двополюсника

Властивостi будь-якого електричного кола можуть бути визначенi з аналiзу
рiвнянь, складених для кола на пiдставi вiдповiдних фiзичних законiв. Основни-
ми законами електричних кiл, що дають можливiсть описати будь-якi режими
їх роботи, є закон Ома i закони Кiрхгофа.

ЗАКОН ОМА для дiлянки кола з резистором опору 𝑅 (рис. 2.14)

𝐼 =
𝑈𝑎𝑏

𝑅
(2.27)

де 𝑈𝑎𝑏 — напруга на дiлянцi кола, що розглядається.
Залежнiсть струму вiд напруги називають вольт-амперною характеристикою

двополюсника (рис. 2.15). Як випливає з рiвняння (2.27), кут нахилу прямої лiнiї
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Рис. 2.14

залежить вiд опору резистора 𝑅:

𝛼 = arctg
1

𝑅
. (2.28)

Рис. 2.15

Якщо опори резисторiв, iндуктивностi котушок i ємностi конденсаторiв, що
складають коло, не залежать вiд струмiв у них, вiд прикладених до них напруг,
вiд напрямку цих струмiв i напруг, то кожний iз елементiв кола i все електричне
коло називаються ЛIНIЙНИМ.

Якщо значення параметрiв елементiв кола, незалежнi вiд струмiв i напруг
на цих елементах, змiнюються з часом, коло називається ПАРАМЕТРИЧНИМ.

Якщо значення параметрiв елементiв кола змiнюються при змiнi струму або
напруги, то такi елементи називають НЕЛIНIЙНИМИ, а вiдповiднi кола не-
лiнiйними колами. Для нелiнiйних кiл закон Ома не дiйсний. Приклади нелi-
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нiйних елементiв: iндуктивна котушка з залiзним осердям, напiвпровiдниковий
резистор.

2.2.2 Закон Ома для кола з декiлькома джерелами ЕРС

Нехай нерозгалужене коло утримує послiдовно ввiмкненi резистори i джере-
ла ЕРС (рис. 2.16)

Рис. 2.16

Згiдно з законом Ома для дiлянки кола можемо записати такi спiввiдноше-
ння:

𝑈𝑎𝑏 = 𝑅1𝐼, 𝑈𝑏𝑐 = −ℰ1, 𝑈𝑐𝑑 = 𝑅2𝐼, 𝑈𝑑𝑒 = ℰ2, 𝑈𝑒𝑓 = 𝑅3𝐼

Складемо всi рiвняння i врахуємо, що через усi елементи кола проходить
один i той же струм (послiдовне коло)

𝑈𝑎𝑏 + 𝑈𝑏𝑐 + 𝑈𝑐𝑑 + 𝑈𝑑𝑒 + 𝑈𝑒𝑓 = 𝑈𝑎𝑏 = (𝑅1 +𝑅2 +𝑅3)𝐼 + ℰ2 − ℰ1.

Звiдси

𝐼 =
𝑈𝑎𝑓 +

∑︀
ℰ∑︀

𝑅
(2.29)

де
∑︀

ℰ –– алгебраїчна сума ЕРС у колi,
∑︀
𝑅 — сума опорiв кола. Рiвняння

(2.29) є узагальнений закон Ома. Для замкненого кола 𝑈𝑎𝑓 = 0, тому рiвняння
(2.29) перепишеться наступним чином

𝐼 =

∑︀
ℰ∑︀
𝑅

(2.30)

2.2.3 Закони Кiрхгофа

Схемою електричного кола є графiчне зображення кола, що утримує умовнi
позначення її елементiв i показує їх з’єднання мiж собою. Геометрична конфi-
гурацiя схеми характеризується такими поняттями, як вiтка, вузол, контур.

ВIТКА —- дiлянка електричного кола, вздовж якої тече один i той же струм.
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ВУЗОЛ —- мiсце сполучення вiток електричного кола. Коло (рис. 2.17) утри-
мує 7 вiток i 4 вузла (a,b,c,d).

Рис. 2.17

ПЕРШИЙ ЗАКОН КIРХГОФА застосовується до вузлiв електричного ко-
ла: сума струмiв, що надходить до вузла дорiвнює сумi струмiв, що вiдходить
вiд вузла, або —- алгебраїчна сума струмiв, що сходяться до вузла, дорiвнює
нулю. Струми, що направленi до вузла, мають позитивний знак, а струми, що
направленi вiд вузла —- негативний знак.

Наприклад, для вузлiв схеми рис. 2.17 можна записати наступнi рiвняння за
першим законом Кiрхгофа:

(𝑎) 𝑖1 + 𝑖2 + 𝑖3 = 0, (𝑏) 𝑖2 − 𝑖4 − 𝑖5 − 𝐽 = 0, (𝑑) 𝐽 + 𝑖5 − 𝑖6 + 𝑖1 = 0.

ДРУГИЙ ЗАКОН КIРХГОФА застосовується до контурiв електричного ко-
ла i говорить, що алгебраїчна сума ЕРС контуру дорiвнює алгебраїчнiй сумi
падiнь напруги:

𝑛∑︁
𝑘=1

ℰ𝑘 =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑈𝑚. (2.31)
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Перш нiж застосовувати другий закон Кiрхгофа домовляються про пози-
тивний напрямок обходу контуру — за годинниковою стрiлкою, чи навпаки.
Якщо при обходi контуру ЕРС чи напруга спiвпадають з вибраним позитив-
ним напрямком, їм приписується знак плюс, якщо ж не спiвпадає — знак мiнус.
Наприклад, для контурiв рис. 2.17:

(𝑎𝑏𝑐𝑑) : 𝑅2𝑖2 +𝑅4𝑖4 −𝑅3𝑖3 = 0,

(𝑎𝑐𝑑𝑏) : 𝑅3𝑖3 −𝑅6𝑖4 −𝑅1𝑖1 = −ℰ .

2.2.4 Режими роботи електричного кола

У залежностi вiд частоти джерела енергiї можливо видiлити такi режими
роботи кiл: 1) при постiйних ЕРС i струмах; 2) при змiнних ЕРС i струмах; 3)
при короткочасних дiях ЕРС i струмiв — iмпульсний режим роботи.

У залежностi вiд характеру електромагнiтних процесiв, що протiкають у
колi, розрiзняють усталений (стацiонарний) i перехiдний (нестацiонарний) ре-
жими. У випадку усталеного режиму струми у вiтках i напруги на окремих
дiлянках кола змiнюються за таким же законом, як i прикладена ЕРС. Напри-
клад, при постiйних ЕРС струми i напруги постiйнi, при синусоїдальних ЕРС
струми i напруги також будуть синусоїдальними.

У випадку перехiдного режиму електричне коло переходить вiд одного уста-
леного режиму до другого усталеного режиму. Наприклад, перехiдний режим,
або як ще кажуть, перехiдний процес має мiсце при вмиканнi або вимиканнi,
електричного кола, при стрибкоподiбнiй змiнi параметра якого-небудь елемента
кола.

У залежностi вiд величини опору навантаження розрiзняють чотири режи-
ми роботи: холостого ходу, короткого замикання, узгодження i номiнальний
(рис. 2.18).

У режимi холостого ходу 𝑅𝐻 = ∞ (ключ 𝐾 розiмкнений ), струм 𝐼 = 0, а
отже i потужнiсть кола 𝑃 = ℰ𝐼 = 0.

У режимi короткого замикання (ключ 𝐾 замкнений) 𝑅𝐻 = 0, струм у колi
𝐼𝑘 = ℰ/𝐼 досягає найбiльш можливого значення, а потужнiсть, що видiляється
у виглядi тепла на опорi 𝑅𝑖, 𝑃𝑖 = 𝐼2𝑘𝑅𝑖.

У режимi узгодження опiр 𝑅𝐻 вибирають такої величини, щоб потужнiсть,
яка ним споживається, досягала найбiльшого значення. Для знаходження умови
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Рис. 2.18

узгодженостi визначимо струм у колi i потужнiсть, що вибiляється в опорi 𝑅𝐻 :

𝐼 =
ℰ

𝑅𝑖 +𝑅𝐻
, 𝑃𝐻 = 𝐼2𝑅𝐻 =

ℰ2𝑅𝐻

(𝑅𝑖 +𝑅𝐻)2
(2.32)

Iз рiвняння (2.32) видно, що у режимi холостого ходу (𝑅𝐻 = ∞), 𝑃𝐻 = 0 i
у режимi короткого замикання (𝑅𝐻 = 0) 𝑃𝐻 = 0, отже iснує значення 𝑅𝐻 при
якому 𝑃𝐻 досягає максимального значення. Проведемо дослiдження виразу для
𝑅𝐻 на екстремум:

𝑑𝑃𝐻

𝑑𝑅𝐻
= 0,

𝑑

𝑑𝑅𝐻

(︂
ℰ2𝑅𝐻

(𝑅𝑖 +𝑅𝐻)2

)︂
, 𝑅𝐻 = 𝑅𝑖.

Таким чином, в опорi навантаження потужнiсть досягає максимального зна-
чення, якщо 𝑅𝐻 = 𝑅𝑖 (рис. 2.19).

Рис. 2.19
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Як випливає з виразу (2.32)

𝑃𝐻𝑚𝑎𝑥 =
ℰ2

4𝑅𝐻
. (2.33)

Знайдемо коефiцiєнт корисної дiї (ККД) схеми:

𝜂 =
𝑃𝐻

𝑃
=

𝐼2𝑅𝐻

𝐼2(𝑅𝐻 +𝑅𝑖)
=

1

1 +
𝑅𝑖

𝑅𝐻

. (2.34)

Для узгодженого режиму (𝑅𝐻 = 𝑅𝑖), 𝜂 = 0,5, тобто всього 50%. що надто ма-
ло. Як випливає з рiвняння (2.34) для збiльшення ККД необхiдно збiльшувати
𝑅𝐻 . Якщо 𝑅𝐻 >> 𝑅𝑖 то 𝜂 наближається до одиницi (рис. 2.19).

У телефоннiй мережi, де струми i потужностi малi, вигiдно працювати в ре-
жимi узгодження. Режим узгодження часто використовується у радiотехнiчних
колах, наприклад, у пiдсилювачах потужностi. В енергетичнiй системi, де стру-
ми i потужностi великi, важливе економiчне значення має величина ККД i тому,
як правило, працюють при умовi наближення ККД до одиницi (𝑅𝐻 >> 𝑅𝑖).

При номiнальному режимi всi елементи кола працюють у нормальних для
них умовах. Частiше цi умови визначаються мiрою нагрiвання струмонесучих
елементiв та iзоляцiї.

2.3 Методи розрахунку складних кiл постiйного струму

2.3.1 Метод еквiвалентних перетворень

Суть методу перетворень полягає в тому, що дiйсна схема замiнюється еквi-
валентною, бiльш простою схемою. Нагадаємо, що еквiвалентним називають
таке перетворення, при якому напруга i струми в тих частинах схеми, якi не
пiддали пiд перетворення, залишаються незмiнними.

До числа добре вiдомих iз курсу фiзики вiдносяться перетворення послiдов-
них i паралельних сполучень пасивних елементiв кiл або дiлянок кiл, якi дають
змогу “згорнути” схему.

З’єднання елементiв називається послiдовним, якщо через них протiкає один
i той же струм. Еквiвалентний опiр кола, яке складається iз 𝑛 послiдовно з’єднаних
опорiв, рiвний сумi цих опорiв:
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𝑅𝑒 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑅𝑘 (2.35)

При послiдовному з’єднанню 𝑛 опорiв напруга на них розподiляється прямо
пропорцiйно цим опорам:

𝑈1 : 𝑈2 : . . . : 𝑈𝑛 = 𝑅1 : 𝑅2 : . . . : 𝑅𝑛. (2.36)

Рис. 2.20

Зокрема у випадку двох послiдовно з’єднаних опорiв (рис. 2.20):

𝑈1

𝑈2
=
𝑅1

𝑅2
, 𝑈1 = 𝑈

𝑅1

𝑅1 +𝑅2
, 𝑈2 = 𝑈

𝑅2

𝑅1 +𝑅2
, (2.37)

де 𝑈 — загальна напруга на дiлянцi кола, що мiстить опори 𝑅1 i 𝑅2.
З’єднання елементiв є паралельним, якщо всi вони пiд’єднанi до однiєї пари

вузлiв.
Еквiвалентний опiр кола, що складається iз 𝑛 паралельно з’єднаних опорiв,

визначається за формулою
1

𝑅𝑒
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑅𝑘
. (2.38)

Рис. 2.21
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У випадку паралельного з’єднання двох опорiв 𝑅1 та 𝑅2 (рис. 2.21) еквiва-
лентних опiр рiвний

𝑅𝑒 =
𝑅1𝑅2

𝑅1 +𝑅2
(2.39)

При паралельному з’єднанню 𝑛 опорiв струми в них розподiляються оберне-
но пропорцiйно їх опорам чи прямо пропорцiйно їх провiдностям:

𝐼1 : 𝐼2 : . . . : 𝐼𝑛 =
1

𝑅1
:

1

𝑅2
: . . . :

1

𝑅𝑛
= 𝐺1 : 𝐺2 : . . . : 𝐺𝑛. (2.40)

Струм 𝐼𝑠 в кожнiй паралельнiй вiтцi визначається через струм 𝐼 у нерозга-
лудженiй частинi кола:

𝐼𝑠 = 𝐼
𝐺𝑠
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐺𝑘

. (2.41)

В електричних колах зустрiчаються сполучення опорiв трикутником i зiр-
кою (рис. 2.22). При розрахунках таких кiл iнодi виникає потреба в перетворенi
трикутника в еквiвалентну зiрку, або навпаки.

Рис. 2.22

Трикутник i зiрка опорiв будуть еквiвалентнi в тому випадку, якщо замiна
одного сполучення другим не змiнює струмiв у рештi дiлянок кола. Отже, не-
обхiдно i достатньою умовою еквiвалентностi трикутника i зiрки буде рiвнiсть
результуючих опорi мiж кожною парою вузлiв. Так, для вузлiв 1 i 2 (рис. 2.22а)
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маємо опори 𝑅1 i 𝑅2 +𝑅3 сполученi паралельно, отже

1

𝑅12
=

1

𝑅1
+

1

𝑅2 +𝑅3
; 𝑅12 =

𝑅1(𝑅2 +𝑅3)

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3

Для схеми (рис. 2.22б) 𝑅12 = 𝑅′
1 +𝑅′

2. Таким чином

𝑅′
1 +𝑅′

2 =
𝑅1(𝑅2 +𝑅3)

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3
.

Аналогiчно

𝑅′
1 +𝑅′

3 =
𝑅3(𝑅1 +𝑅2)

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3
, 𝑅′

2 +𝑅′
3 =

𝑅2(𝑅1 +𝑅3)

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3
.

Розв’язавши цю систему рiвнянь вiдносно 𝑅′
1, 𝑅′

2 i 𝑅′
3, отримаємо

𝑅′
1 =

𝑅1𝑅3

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3
, 𝑅′

2 =
𝑅1𝑅2

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3
, 𝑅′

3 =
𝑅2𝑅3

𝑅1 +𝑅2 +𝑅3
. (2.42)

Отриманi вирази показують, що опори будь-якого променя еквiвалентної зiр-
ки будуть рiвнi добутку двох опорiв трикутника, якi прилягають до того ж ву-
зла, подiленому на суму опорiв трикутника. Якщо опори трикутника рiвнi, то i
опори еквiвалентної зiрки також будуть рiвними, причому 𝑅𝑌 = 𝑅Δ/3.

Щоб розв’язати обернену задачу замiни зiрки еквiвалентним трикутним, не-
обхiдно у системi рiвнянь (2.42) опори 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 виразити через 𝑅′

1, 𝑅′
2 i 𝑅′

3:

𝑅1 = 𝑅′
1 +𝑅′

2 +
𝑅′

1𝑅
′
2

𝑅′
3

, 𝑅2 = 𝑅′
2 +𝑅′

3 +
𝑅′

2𝑅
′
3

𝑅′
1

, 𝑅3 = 𝑅′
3 +𝑅′

1 +
𝑅′

3𝑅
′
1

𝑅′
2

. (2.43)

Якщо 𝑅′
1 = 𝑅′

2 = 𝑅′
3, то 𝑅Δ = 3𝑅𝑌 .

2.3.2 Метод рiвнянь Кiрхгофа

Розглянемо електричне коло, що має 𝛼 вузлiв, 𝑛 вiток, 𝑁𝐽 джерел струму.
Треба знайти 𝑛 − 𝑁𝐽 струмiв, якщо значеннi опорiв i ЕРС заданi. Цю задачу
можна розв’язати, користуючись законами Кiрхгофа.

При складаннi рiвнянь Кiрхгофа на пiдставi першого i другого законiв реко-
мендується дотримуватися такої послiдовностi: спочатку вибираються довiльнi
позитивнi напрямки струмiв у всiх вiтках електричного кола, потiм складаються
рiвняння для вузлiв на пiдставi першого закону Кiрхгофа i нарештi, складаю-
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ться рiвняння для контурiв на пiдставi другого закону.
Застосовуючи до вузлiв перший закон Кiрхгофа, можна скласти тiльки 𝛼−1

рiвнянь струмiв. Дiйсно, так як будь-яка вiтка зв’язує лише два вузла, то струм
кожної вiтки повинен обов’язково ввiйти в цi рiвняння два рази i при тому з
протилежними знаками. Отже, сума лiвих частин всiх 𝛼 рiвнянь дає тотожнiй
нуль. Iнакше кажуть, одне iз 𝛼 рiвнянь може бути одержано як наслiдок остан-
нiх 𝛼−1 рiвнянь. Таким чином, число взаємно незалежних рiвнянь, що випливає
з першого закону, дорiвнює 𝛼− 1, тобто на одиницю менше числа вузлiв.

Iншi 𝑛 − (𝛼 − 1) − 𝑁𝐽 рiвнянь складаються на пiдставi другого закону для
𝑛− (𝛼− 1) −𝑁𝐽 контурiв. При складаннi цих рiвнянь потрiбно звернути увагу
на те щоб вони були взаємно незалежнi. Для виконання цiєї умови необхiдно,
щоб у кожний новий контур, для якого складається рiвняння, входила хоча б
одна нова вiтка, яка не входила ще нi в один iз ранiше розглянутих контурiв.

Якщо при рiшеннi складених таким чином 𝑛 − 𝑁𝐽 рiвнянь для струму в
якiй-небудь вiтцi одержано вiд’ємне значення, то це вказує на те, що струми
у цiй вiтцi має напрям протилежний тому, який був довiльно прийнятий за
позитивний.

Недолiк методу рiвнянь Кiрхгофа — громiздкiсть, через те, що у випадку
складний електричних кiл потрiбно розв’язувати велику систему рiвнянь.

2.3.3 Метод контурних струмiв

В основi методу лежать закони Кiрхгофа i для припущення: 1) у кожному
контурi протiкають незалежнi один вiд одного розрахунковi струми, якi нази-
ваються контурними; 2) струм кожної вiтки визначається алгебраїчною сумою
контурних струмiв, що замикаються через цю вiтку.

При користуваннi методом контурних струмiв закон Кiрхгофа виконується
автоматично, тому що кожний iз контурних струмiв в однiй вiтцi має напрямок
до вузла, а в другiй — вiд вузла. А тому рiвняння з контурними струмами скла-
дають тiльки за другим законом Кiрхгофа, причому число необхiдних рiвнянь
визначається за формулою: 𝑘 = 𝑛 − 𝛼 + 1, де 𝑛 — число вiток, 𝛼 — число ву-
злiв. Напрямки контурних струмiв обираються довiльними, а напрями обходу
контурiв — такими ж, як i напрями струмiв.

Будемо вважати, що при складаннi рiвнянь на пiдставi другого закону Кiрх-
гофа у кожне з них входять всi контурнi струми кола, що розглядаються, але
опори, якi стоять при них як коефiцiєнти, будуть дорiвнювати нулю, якщо кон-
тури не є сумiжними.

Суми опорiв, що входять в 𝑖-й контур, домовимося позначати 𝑅𝑖𝑖 i називати
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власним опором контуру 𝑖. Суми опорiв у загальнiй вiтцi контурiв 𝑖 та 𝑗 будемо
позначати 𝑅𝑖𝑗. Опiр 𝑅𝑖𝑗 будемо вважати позитивним, якщо позитивнi напрямки
струмiв ℐ𝑖 та ℐ𝑗 у загальнiй вiтцi зберiгаються, i вiд’ємнi, якщо вони протилежнi.

Для кола, що складається з контурiв, отримаємо таку систему лiнiйних рiв-
нянь: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑅11ℐ1 +𝑅12ℐ2 + . . .+ 𝑅1𝑘ℐ𝑘 = ℰ1,
𝑅21ℐ1 +𝑅22ℐ2 + . . .+ 𝑅2𝑘ℐ𝑘 = ℰ2,
. . . . . . . . . . . . . . .

𝑅𝑘1ℐ1 +𝑅𝑘2ℐ2 + . . .+ 𝑅𝑘𝑘ℐ𝑘 = ℰ𝑘,

(2.44)

Тут ℰ𝑖 — алгебраїчна сума ЕРС 𝑖-го контуру.
Розв’язок системи (2.44) для довiльного струму ℐ𝑖 має вигляд:

ℐ𝑖 =
∆𝑖

∆
, (2.45)

де визначник системи

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑅11 𝑅12 . . . 𝑅1𝑘

𝑅21 𝑅22 . . . 𝑅2𝑘

. . . . . . . . . . . .
𝑅𝑘1 𝑅𝑘2 . . . 𝑅𝑘𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ . (2.46)

А визначник ∆𝑖 одержуємо iз ∆ шляхом замiни опорiв його 𝑖-го стовпчика на
ЕРС ℰ1, ℰ2, . . ., ℰ𝑘. Формула (2.45) служить для визначення будь-якого контур-
ного струму, при цьому визначник системи (2.46) можна скласти безпосередньо
за схемою.

Якщо в схемi є вiтка з довiльним струмом, то цей струм слiд зробити кон-
турним, завдяки чому число рiвнянь стане на одне менше.

2.3.4 Метод вузлових потенцiалiв

Метод вузлових потенцiалiв ґрунтується на першому законi Кiрхгофа i зако-
нi Ома. Виконання другого закону Кiрхгофа забезпечується автоматично зав-
дяки тому, що струми у вiтках виражаються через рiзницю потенцiалiв i ЕРС.
Якщо електричне коло має 𝛼+1 вузлiв, то на пiдставi першого закону Кiрхгофа
можна скласти тiльки 𝛼 незалежних рiвнянь. Потенцiал 𝛼+1 вузла приймається
за нуль. Таке припущення не вплине на розподiл струмiв у колi, тому що струм
у будь-якiй вiтцi залежить не вiд абсолютного значення потенцiалiв вузлiв, мiж
якими вона ввiмкнена, а вiд рiзницi потенцiалiв.

Виразивши струми у рiвняннях, складених за першим законом Кiрхгофа,
через рiзницi потенцiалiв на затискачах вiток, одержимо систему 𝛼 рiвнянь по
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вiдношенню до 𝛼 невiдомих потенцiалiв вузлiв, знаючи якi, вже не важко, ско-
риставшись законом Ома, знайти струм у вiтках.

У загальному випадку, для будь-якої схеми, що утримує 𝛼+1 вузол, рiвняння
можуть бути записанi в такiй формi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐺11𝜙1 +𝐺12𝜙2 + . . .+ 𝐺1𝛼𝜙𝛼 = 𝒥1,
𝐺21𝜙1 +𝐺22𝜙2 + . . .+ 𝐺2𝛼𝜙𝛼 = 𝒥2,
. . . . . . . . . . . . . . .

𝐺𝛼1𝜙1 +𝐺𝛼2𝜙2 + . . .+ 𝐺𝛼𝛼𝜙𝛼 = 𝒥𝛼,

(2.47)

де 𝐺𝑖𝑖 — сума провiдностей вiток, що сходяться до 𝑖-го вузла; 𝐺𝑖𝑗=𝐺𝑗𝑖 — сума
провiдностей вiток, що сполучають вузли 𝑖 та 𝑗 взятi зi знаком "мiнус"; 𝒥𝑖 —
вузловий струм, що утворються у виглядi алгебраїчних сум струмiв активних
вiток, що сходяться до 𝑖-го вузла. Вузловий струм можна записати як

𝒥𝑖 =
∑︁

ℰ𝐺+
∑︁

𝐽,

де
∑︀

ℰ𝐺 — алгебраїчна сума добутку ЕРС вiток, що примикають до 𝑖-го вузла,
на їх провiдностi. При цьому зi знаком "плюс"беруться тi з добуткiв ℰ𝐺, у вiтках
яких ЕРС дiють у напрямi вузла 𝑖, i зi знаком "мiнус— в напряму вiд вузла 𝑖.∑︀
𝐽 — алгебраїчна сума джерел струму, що приєднанi до вузла 𝑖; при цьому зi

знаком "плюс"беруться тi 𝐽 , якi направленi до вузла 𝑖, а зi знаком "мiнус— в
напрямку вiд вузла 𝑖.

Iз системи (2.47) за допомогою визначникiв знаоходимо потенцiали вузлiв.

𝜙1 =
∆1

∆
, 𝜙2 =

∆2

∆
, . . . 𝜙𝛼 =

∆𝛼

∆
, (2.48)

де ∆ — визначник системи, а ∆𝑖 — той же визначник 𝑖-й стовпчик, якого замi-
нено стовпчиком вузлових струмiв. Струми у вiтках знаходимо за узагальненим
законом Ома:

𝐼𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗

(︁
𝜙𝑖 − 𝜙𝑗 +

∑︁
ℰ𝑖𝑗

)︁
. (2.49)

В окремому випадку, коли схема має всього два вузли (для визначеностi 1
та 2), метод вузлових потенцiалiв дозволяє скласти всього одне рiвняння, не-
залежно вiд числа активних i пасивних вiток, увiмкнених паралельно. Якщо
прийняти 𝜙2 = 0, то одержимо

𝑈12 =

∑︀
𝑛
ℰ𝑛𝑔𝑛 +

∑︀
𝑛
𝐽𝑛∑︀

𝑚
𝑔𝑚

, (2.50)
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де 𝑔𝑖 — провiднiсть 𝑖-ої вiтки.

2.3.5 Метод суперпозицiї

При аналiзi лiнiйних електричних кiл широко використовується принцип су-
перпозицiї, згiдно з яким струм у будь-якiй вiтцi складної схеми можна подати
у видi алгебраїчної суми частинних струмiв, що викликаються дiєю кожної ЕРС
окремо. Дiйсно, нехай схема утримує 𝑛 контурiв i будь-яку кiлькiсть джерел.
Тодi струм, в довiльно вибранiй 𝑘-й вiтцi, якщо вважати його контурним, можна
визначити iз системи рiвнянь для контурних струмiв:

𝐽𝑘 = 𝐽𝑘𝑘 =
∆𝑘

∆
=

1

∆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑅11 𝑅12 . . . ℰ1 . . . 𝑅1𝑛

𝑅21 𝑅22 . . . ℰ2 . . . 𝑅2𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑅𝑛1 𝑅𝑛2 . . . ℰ𝑛 . . . 𝑅𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = ℰ1

∆1𝑘

∆
+ ℰ2

∆2𝑘

∆
+ . . .+

+ ℰ𝑛
∆𝑛𝑘

∆
= ℰ1𝐺1𝑘 + ℰ2𝐺2𝑘 + . . .+ ℰ𝑛𝐺𝑛𝑘 = 𝐼

′

𝑘 + 𝐼
′′

𝑘 + . . .+ 𝐼𝑛𝑘 (2.51)

При розрахунку кiл методом накладання (суперпозицiї) по-черзi розгляда-
ють дiю кожного джерела окремо. Iншi джерела при цьому виключаються iз
схеми, але їхнi внутрiшнi опори зберiгаються. Отже, при виключеннi джерел
ЕРС його затискачi закорочуються, а вiтки з iдеальними джерелами струмiв
розмикаються.

2.3.6 Метод еквiвалентного генератора

Iнодi виникає потреба знайти струм в однiй вiтцi складного електричного
кола, не розраховуючи струми в iнших вiтках. У цьому випадку електрична
схема по вiдношенню до видiленої вiтки є активний двополюсник (рис. 2.23, а)

Згiдно з теоремою Тевенена, активний двополюсник можна замiнити еквiва-
лентним генератором (рис. 2.23, б), ЕРС якого дорiвнює напрузi холостого ходу
на затискачах двополюсника (рис. 2.23, в), а внутрiшнiй опiр рiвний вхiдному
опору того же двополюсника, але iз схеми якого видаленi всi джерела (рис. 2.23,
г); при цьому власнi опори джерел ЕРС в схемi зберiгаються. Iз схеми (рис. 2.23,
б) за законом Ома струм у пасивнiй вiтцi:

𝐼 =
𝑈𝑥𝑥

𝑅𝑖 +𝑅
. (2.52)
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Рис. 2.23

Для доказу теореми Тевенена скористаємося принципом суперпозицiї. Хай
по опору 𝑅 протiкає струм 𝐼. Цей струм можна зробити рiвним нулю, розiрвав-
ши вiтку або ж увiмкнувши в неї генератор з ЕРС ℰ = −𝑈𝑥𝑥, який створить
струм такої ж величини 𝐼, але зворотного напрямку. А тому якщо ввiмкнути по-
слiдовно з опором 𝑅 два джерела ЕРС ℰ1 = ℰ2 = −𝑈𝑥𝑥, направлених на зустрiч
один одному, то струм 𝐼 при цьому не змiниться (рис. 2.24, а).

Рис. 2.24

У вiдповiдностi з принципом суперпозицiї схему (рис. 2.24, а) можна подати
у видi двох допомiжних схем, в однiй з яких дiє ЕРС ℰ1 i всi джерела активного
двополюсника (рис. 2.24, б), а в другiй дiє тiльки ЕРС ℰ2 i активний двополю-
сник стає пасивним (рис. 2.24, в).

За принципом суперпозицiї струм 𝐼 в схемi (рис. 2.24, а) дорiвнює сумi ча-
стинних струмiв допомiжних схем: 𝐼 = 𝐼

′
+ 𝐼

′′. Так як ℰ1 = ℰ2 = 𝑈𝑥𝑥, то в схемi
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(рис. 2.24, б) струм 𝐼
′
= 0, що випливає iз закону Ома: 𝐼 ′

= (𝑈𝑥𝑥 −ℰ1)/𝑅. Отже
струм 𝐼 = 𝐼

′′ i за законом Ома визначається з рiвняння (2.52), тобто дiйсно
схему (рис. 2.24, а) можна замiнити схемою (рис. 2.24, б).

Параметри еквiвалентного генератора ℰ i𝑅 визначаються з дослiду, або шля-
хом розрахункiв.

Замiсть еквiвалентного генератора напруги можна використати замiну на
еквiвалентний генератор струму з параметрами 𝐽 та 𝑅𝑒, якi визначаються на-
ступним чином:

𝐽 = 𝐼к.з., 𝑅𝑒 =
𝑈𝑥𝑥

𝐼к.з.
. (2.53)
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3 Приклади розв’язання задач

3.1 Розрахунок еквiвалентних опорiв

3.1.1 Для кола зображеному на рис. 3.1 знайти еквiвалентнi опори мiж затиска-
чами 𝑎 i 𝑏, 𝑐 i 𝑑, 𝑑 i 𝑓 , якщо 𝑟1 = 6 Ом, 𝑟2 = 5 Ом, 𝑟3 = 15 Ом, 𝑟4 = 30 Ом,
𝑟5 = 6 Ом.

Рис. 3.1

Розв’язання. Розрахунок опору 𝑟𝑎𝑏. Еквiвалентний опiр з’єднаних пара-
лельно опорiв 𝑟4 i 𝑟5 рiвний:

𝑟45 =
𝑟4𝑟5
𝑟4 + 𝑟5

=
30 · 6

30 + 6
= 5 Ом.

Вони з’єднанi послiдовно з 𝑟2. Їх загальний опiр 𝑟′ = 𝑟2 + 𝑟45 = 5 + 5 = 10
Ом.

Опiр кола складається з опору 𝑟1 з яким послiдовно з’єднанi два паралель-
них опори 𝑟′ та 𝑟3 :

𝑟𝑎𝑏 = 𝑟1 +
𝑟′𝑟3
𝑟′ + 𝑟3

= 6 +
10 · 15

10 + 15
= 12 Ом.

Розрахунок опору 𝑟𝑐𝑑. Опiр 𝑟4 та 𝑟5 з’єднанi паралельно один до одного,
опiр 𝑟3 пiд’єднано до них послiдовно:

𝑟′′ = 𝑟3 +
𝑟4𝑟5
𝑟4 + 𝑟5

= 15 + 5 = 20 Ом.

Опiр 𝑟𝑐𝑑 складається з двох паралельно ввiмкнених 𝑟2 та 𝑟′′ i дорiвнює
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𝑟𝑐𝑑 =
𝑟2𝑟

′′

𝑟2 + 𝑟′′
=

5 · 20

5 + 20
= 4 Ом.

Розрахунок опору 𝑟𝑑𝐹 . Еквiвалентний опiр кола мiж точками 𝑑 та 𝑓 скла-
дається з трьох паралельно ввiмкнених опорiв 𝑟5, 𝑟4 та 𝑟2+𝑟3 i його можна
знайти з формули (2.38):

1

𝑟𝑑𝑓
=

1

𝑟5
+

1

𝑟4
+

1

𝑟2 + 𝑟3
=

1

6
+

1

30
+

1

20
=

1

4
, звiдки 𝑟𝑑𝑓 = 4 Ом.

3.1.2 Розрахувати еквiвалентний опiр кола мiж точками 𝑎 i 𝑏 при розiмкненому
та замкненому ключi 𝐾 (рис. 3.2, а).

Дано: 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟3 = 𝑟4 = 𝑟5 = 𝑟6 = 𝑟7 = 10 Ом.

Розв’язання. При розiмкненому ключi схема може бути зображена згi-
дно рис. 3.2, б.

Шуканий опiр

𝑟𝑎𝑏 =
𝑟1𝑟3
𝑟1 + 𝑟3

+ =
(𝑟5 + 𝑟6 + 𝑟4𝑟7

𝑟4+𝑟7
)𝑟2

𝑟5 + 𝑟6 + 𝑟4𝑟7
𝑟4+𝑟7

= 5 +
25 · 10

35
= 12,1 Ом.

При замкненому ключi задана схема може бути зображена згiдно рис. 3.2, в.

Опiр кола 𝑟′𝑎𝑏 дорiвнює сумi двох опорiв:

𝑟′ =
𝑟1𝑟3
𝑟1 + 𝑟3

=
10 · 10

20
= 5 Ом

i 𝑟′′, визначаємо з формули

1

𝑟′′
=

1

𝑟4
+

1

𝑟7
+

1

𝑟2
,

звiдки 𝑟′′ = 3,33 Ом.

Таким чином,

𝑟′𝑎𝑏 = 𝑟′ + 𝑟′′ = 5 + 3,33 = 8,33 Ом
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Рис. 3.2

3.1.3 Знайти опiр мiж затискачами 𝑎 та 𝑏 для схеми рис.3.3, а. Значення опору
в омах данi на схемi.

Розв’язання. З даної схеми можна перейти до бiльш простих схем, якi
зображенi на рис. 3.3, б та в.
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Рис. 3.3

Шуканий опiр

𝑟𝑎𝑏 =
240(180 + 300·450

750 )

240 + 180 + 300·450
750

= 144 Ом.

3.2 Закони Ома i Кiрхгофа. Баланс потужностей

3.2.1 Джерело з е.р.с. 𝐸 = 100 в, внутрiшнiй опiр 𝑟0 = 1 Ом замкнений на
зовнiшнiй опiр 𝑟, який змiнюється вiд нуля до нескiнченностi ( рис. 3.4, а).

Визначити в функцiї цього опору: струм 𝐼; напругу на затискачах джерела
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𝑈 ; потужнiсть, якi видiляє джерело в зовнiшне коло, 𝑃зов; потужнiсть,
витрачену в самому джерелi, 𝑃вн; загальну потужнiсть 𝑃заг; к.к.д 𝜂. При
якому зовнiшньому опорi потужнiсть 𝑃зовн буде максимальною? Чому буде
дорiвнювати?

Побудувати криву: 𝐼 = 𝐹1(𝑟), 𝑈 = 𝐹2(𝑟), 𝑃зовн = 𝐹3(𝑟), 𝑃вн = 𝐹4(𝑟). 𝑃заг =
𝐹5(𝑟), 𝜂 = 𝐹6(𝑟).

Написати рiвняння i побудувати кривi залежностей 𝑈 , 𝑃зовн , 𝑃вн , 𝑃заг i 𝜂
в функцiї струму 𝐼.

Розв’язання.

𝐼 =
𝐸

𝑟 + 𝑟0
=

100

𝑟 + 1
;

𝑈 = 𝑟𝐼 =
𝐸𝑟

𝑟 + 𝑟0
=

100𝑟

𝑟 + 1
;

𝑃зовн = 𝐼2𝑟 =
𝐸2𝑟

(𝑟 + 𝑟0)2
=

10 000

(𝑟 + 1)2
;

𝑃вн = 𝐼2𝑟0 =
𝐸2𝑟0

(𝑟 + 𝑟0)2
=

10 000

(𝑟 + 1)2
;

𝑃заг = 𝐸𝐼 = 𝐼2(𝑟 + 𝑟0) =
𝐸2

𝑟 + 𝑟0
=

10 000

𝑟 + 1
;

𝜂 =
𝑃зовн

𝑃заг
=

𝑟

𝑟 + 𝑟0
=

𝑟

𝑟 + 1
.

Визначимо 𝑟, при якому 𝑃зовн буде максимальне. Для цього знайдемо по-
хiдну 𝑃зовн по 𝑟 i прирiвняємо її до нуля:

𝑑𝑃зовн

𝑑𝑟
= 𝐸

(𝑟 + 𝑟0)
2 − 2(𝑟 + 𝑟0)𝑟

(𝑟 + 𝑟0)2
= 0.

Взявши другу похiдну, зможемо переконатись, що вона вiд’ємна. Це вiд-
повiдає умовi максимума.

Звiдси знайдемо, що 𝑟 = 𝑟0 тобто при зовнiшньому опорi, рiвному внутрi-
шньому опору, потужнiсть, яка надходить у завнiшне коло, максимальна.
При цьому рiвняння для 𝜂. к.к.д. рiвне 0,5.
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Рис. 3.4

Величина максимальної потужностi, яка надходить в зовнiшне коло при
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𝑟 = 𝑟0,

𝑃зовн max =
𝐸2

4𝑟0
= 2500 вт.

По написаним вище рiвняння на рис. 3.4, б побудованi кривi.

Шуканi рiвняння залежностей в функцiї струму 𝐼:

𝑈 = 𝐸 − 𝐼𝑟0; 𝑃зовн = 𝐸𝐼 − 𝐼2𝑟0; 𝑃вн = 𝐼2𝑟0;

𝑃зовн = 𝐸𝐼; 𝜂 = 1 − 𝐼𝑟0
𝐸
.

По цим рiвнянням на рис. 3.4, в побудованi кривi.

3.2.2 В нерозгалудженому колi рис. 3.5. е.р.с. 𝐸1 = 120 в, 𝐸2 = 40 в, а опiр
𝑟1 = 12 Ом, 𝑟2 = 8 Ом. Визначити напругу мiж точками 𝑎 та 𝑏.

Рис. 3.5

Розв’язання. Вибравши додатнiй напрям струму за годинниковою стрiл-
кою, на основi закону Ома ((2.30)) струм

𝐼 =
𝐸1 − 𝐸2

𝑟1 + 𝑟2
=

120 − 40

12 + 8
= 4 A
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Оскiльки результат виявився додатнiм, то справжнє напрямлення струму
спiвпадає з обраним. Напруга мiж точками 𝑎 та 𝑏 можна знайти за законом
Ома (2.29), яка була застосована на промiжку 𝑎𝑚𝑏:

𝐼 =
𝑈𝑎𝑏 − 𝐸2

𝑟2
,

звiдки
𝑈𝑎𝑏 = 𝐸2 + 𝑟2𝐼 = 40 + 4 · 8 = 72 в.

Такий результат можна отримати, якщо застосувати ту ж формулу до
промiжку 𝑏𝑛𝑎:

𝐼 =
𝑈𝑎𝑏 + 𝐸1

𝑟1
, або 𝑈𝑏𝑎 = 𝑟1𝐼−𝐸1 = 4·12−120 = −72 в, а отже, 𝑈𝑎𝑏 = 72 в.

3.2.3 Побудувати графiки змiни потенцiалiв вздовж кола, зображеного на
рис. 3.6, а, при замкненому й розiмкненому ключi, вважаючи, що то-
чка 𝑎 заземлена (𝜙𝑎 = 0). В схемi знайти точку, рiвну потенцiалу то-
чки 𝑎. Визначити, потенцiал якої точки, треба узятим рiвним нулю, щоб
потенцiали решти були додатнiми (при замкненому ключi). Е.р.с. рiвнi:
𝐸1 = 25 в, 𝐸2 = 5 в, 𝐸3 = 20 в, 𝐸4 = 35 в. Зовнiшнiй опiр: 𝑟1 = 8 Ом, 𝑟2 =
24 Ом, 𝑟3 = 40 Ом та 𝑟4 = 4 Ом. Внутнiшнiй опiр джерел електричної
енергiї: 𝑟10 = 2 Ом, 𝑟20 = 6 Ом, 𝑟30 = 2 Ом, 𝑟40 = 4 Ом.

Розв’язання. 1. Ключ замкнений. Узявши додатнє напрямлення струму
за годинниковою стрiлкою, за законом Ома (2.30) знайдемо

𝐼 =
𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸3 + 𝐸4

𝑟1 + 𝑟10 + 𝑟2 + 𝑟20 + 𝑟3 + 𝑟30 + 𝑟4 + 𝑟40
=

45

90
= 0,5 А.

Користуючись формулами (2.27) та (2.29), розрахуємо потенцiали всiх то-
чок, обходячи контур струму за годинниковою стрiлкою:

𝜙𝑎 = 0;

𝜙𝑏 = 𝜙𝑎 − 𝑟1𝐼 = −0,5 · 8 = −4 в;

𝜙𝑐 = 𝜙𝑏 + 𝐸1 − 𝑟10𝐼 = −4 + 25 − 0,5 · 2 = 20 в;

𝜙𝑑 = 𝜙𝑐 − 𝑟2𝐼 = 20 − 0,5 · 24 = 8 в;

𝜙𝑓 = 𝜙𝑑 + 𝐸2 − 𝑟20𝐼 = 8 + 5 − 0,5 · 6 = 10 в;
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Рис. 3.6

𝜙𝑔 = 𝜙𝑓 − 𝑟3𝐼 = 10 − 0,5 · 40 = −10 в;

𝜙ℎ = 𝜙𝑔 − 𝐸3 − 𝑟30𝐼 = −10 − 20 − 0,5 · 2 = 31 в;
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𝜙𝑘 = 𝜙ℎ − 𝑟4𝐼 = −31 − 0,5 · 4 = −33 в;

𝜙𝑎 = 𝜙𝑘 + 𝐸4 − 𝑟4𝐼 = −33 + 35 − 0,5 · 4 = 0;

На рис. 3.6,б зображено потенцiйний графiк. По осi абсцис вiдкладено
величини опорiв окремих дiлянок кола, а по осi ординат - значення потен-
цiалiв в окремих точках кола.

Знайдемо точку, рiвну потенцiалу точки 𝑎. З графiку видно, що шукана
точка 𝑚 знаходиться на дiлянцi опорiв 𝑓𝑔, оскiльки в цiй точца пряма
падiнь потенцiалiв перетинає вiсь абсцис, потенцiал якої рiний 𝜙𝑚 = 0.
Позначивши дiлянку опору мiж точками 𝑓 та 𝑚 через 𝑟𝑓𝑚 i застосовуючи
до дiлянки 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑓𝑚 формулу закона Ома (2.29), i враховуючи, що 𝜙𝑎 = 𝜙𝑚,
знайдемо

𝐼 =
𝜙𝑎 − 𝜙𝑚 + 𝐸1 + 𝐸2

𝑟1 + 𝑟10 + 𝑟2 + 𝑟20 + 𝑟𝑓𝑚
, або 0,5 =

30

40 + 𝑟𝑓𝑚
,

звiдки 𝑟𝑓𝑚 Ом, тобто точка 𝑚 знаходиться на серединi опору 𝑟3.

Для знахоження точки, потенцiал якої треба прийняти рiвний нулю при
умовi, що потенцiали решти точок буде додатнiми, треба звернутися до
потенцiйного графiка, з якого видно, що такою точкою є точка 𝑘.

2. Ключ розiмкнений. Струму в колi немає, тому точки 𝑎 та 𝑏 з рiвними
потенцiалами, тобто 𝜙𝑎 = 𝜙𝑏 = 0. Потенцiали точки 𝑐 перевищує потенцiал
точки 𝑏 на величину е.р.с. 𝐸1 𝜙𝑐 = 𝐸1 = 25 в; розмiрковуючи аналогiчно,
знайдемо:

𝜙𝑑 = 𝜙𝑐 = 25 в, 𝜙𝑓 = 𝜙𝑑 + 𝐸2 = 30 в, 𝜙𝑔 = 𝜙𝑓 = 30 в,

𝜙ℎ = 𝜙𝑔 − 𝐸3 = 10 в, 𝜙𝑘 = 𝜙ℎ = 10 в, 𝜙𝑙 = 𝜙𝑘 + 𝐸4 = 10 + 35 = 45 в.

Використовуючи отриманi результати, рис. 3.6,б побудований графiк змiн
потенцiалiв при розiмкненому ключi.

3.2.4 Визначити струми у гiлках кола рис. 3.7,а та показання вольтметра, вклю-
ченого мiж точками 𝑐 та 𝑑, вважаючи, що його опiр в багато разiв переви-
щує опiр кожного з елементiв кола.

Чому рiвне показання амперметра, включеного мiж точками 𝑐 та 𝑑, опiр
якого вважати рiвним нулю? Опiр елементiв кола : 𝑟1 = 10 Ом, 𝑟2 = 𝑟3 =
𝑟5 = 25 Ом та 𝑟4 = 50 Ом, а прикладена до нього напруга 𝑈 = 120 в.
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Рис. 3.7

Розв’язання. Розрахунок показань вольтметра. З умови витiкає, що йо-
го включення не впливає на разподiл струмiв в колi. Для розрахунку стру-
му спочатку визначаємо еквiвалентний опiр на всьому колi рис. 3.7,а:

𝑟 = 𝑟1 +
(𝑟2 + 𝑟4)(𝑟3 + 𝑟5)

𝑟2 + 𝑟4 + 𝑟3 + 𝑟5
= 10 +

75 · 50

125
= 40 Ом.

В нерозгалуженiй частинi кола протiкає струм

𝐼1 =
𝑈

𝑟
=

120

40
= 3 А.

Струми, якi течуть через опiр 𝑟2 + 𝑟4 та 𝑟3 + 𝑟5, можна знайти рiзними
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способами.

1. В паралельних гiлках струми розподiляється обернено пропорцiйно їх
опору:

𝐼2 = 𝐼1
𝑟3 + 𝑟5

𝑟2 + 𝑟4 + 𝑟3 + 𝑟5
= 3

50

125
= 1,2 А;

𝐼3 = 𝐼1
𝑟2 + 𝑟4

𝑟2 + 𝑟4 + 𝑟3 + 𝑟5
= 3

75

125
= 1,8 А.

2. Знайдемо напругу на затискачах паралельних гiлок:

𝑈𝑎𝑏 = 𝐼1
(𝑟2 + 𝑟4)(𝑟3 + 𝑟5)

𝑟2 + 𝑟4 + 𝑟3 + 𝑟5
= 3

75 · 50

125
= 90 в.

Струми в гiлках з опором 𝑟2 + 𝑟4 та 𝑟3 + 𝑟5 рiвнi:

𝐼2 =
𝑈𝑎𝑏

𝑟2 + 𝑟4
=

90

75
= 1,2 А; 𝐼3 =

𝑈𝑎𝑏

𝑟3 + 𝑟5
=

90

50
= 1,8 А.

Напруга на затискачах паралельних гiлок можна знайти, як рiзницю мiж
доданими напругами i падiнням напруг на опорах 𝑟1 : 𝑈𝑎𝑏 − 𝑟1𝐼1.

Знайдемо показання вольтметра, рiвне напрузi мiж точками 𝑐 та 𝑑:

𝑈𝑉 = 𝑈𝑐𝑑 = −𝐼2𝑟2 + 𝐼3𝑟3 = −1,2 · 25 + 1,8 · 25 = 15 в.

Нарештi, розрахуємо струм, який проходить через амперметр; вiн рiвний
струму короткого замикання 𝐼 ′𝑐𝑑 рис. 3.7,б. Для його знаходження знайде-
мо струми:

𝐼 ′1 =
𝑈

𝑟1 + 𝑟2𝑟3
𝑟2+𝑟3

+ 𝑟4𝑟5
𝑟4+𝑟5

=
144

47
А;

𝐼 ′2 = 𝐼 ′1
𝑟3

𝑟2 + 𝑟3
=

72

47
А; 𝐼 ′4 = 𝐼 ′1

𝑟5
𝑟4 + 𝑟5

=
24

47
= 0,51 А.

3.2.5 В схемi рис.3.8 знайти опiр 𝑟𝑥, якщо 𝐼1 = 2,6 А, 𝐼3 = 0,6 А, 𝑟2 = 1,4 Ом,
𝑟3 = 3 Ом, 𝑟4 = 2,5 Ом. Знайти е.р.с.батареї 𝐸, якщо її внутнiшнiй опiр
𝑟0 = 0,1 Ом.
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Рис. 3.8

Розв’язання. На основi першого закона Кiрхгофа

𝐼2 = 𝐼1 = 𝐼3 = 2,6 − 0,6 = 2 А.

За законом Ома,застосованого до дiлянки кола в якому є е.р.с.𝐸 i опiр 𝑟1
та 𝑟0, знайдемо шукану е.р.с.:

𝐸 = 𝑈𝑎𝑏 + (𝑟1 + 𝑟0)𝐼1 = 2,8 + 0,6 · 2,6 = 4,36 в.

Тепер знайдемо напругу на паралельних гiлках з опором 𝑟4 та 𝑟𝑥 i точки
в них:

𝑈𝑎𝑐 = 𝑈𝑎𝑏 − 𝑟3𝐼3 = 2,8 − 0,6 · 3 = 1 в,

𝐼4 =
𝑈𝑎𝑐

𝑟4
=

1

2,5
= 0,4 А,

𝐼𝑥 = 𝐼3 − 𝐼4 = 0,6 − 0,4 = 0,2 А.

Шуканий опiр

𝑟𝑥 =
𝑈𝑎𝑐

𝐼𝑥
=

1

0,2
= 5 Ом.

3.2.6 Для схеми рис.3.9, користуючись законами Кiрхгофа, знайти струми i пе-
ревiрити баланс потужностей. Якщо е.р.с. генераторiiв напруги: 𝐸1 = 15
в, 𝐸2 = 70 в, 𝐸3 = 5 в, їх внутрiшнiй опiр: 𝑟10 = 𝑟20 = 1 Ом, 𝑟30 = 2 Ом,
опiр елементiв в колi: 𝑟1 = 5 Ом, 𝑟2 = 4 Ом, 𝑟3 = 8 Ом, 𝑟4 = 2,5 Ом,
𝑟5 = 15 Ом.

Розв’язання. Всього в схемi п’ять гiлок (𝑁г = 5 : 𝑏𝑓𝑎, 𝑎𝑑𝑐, 𝑏𝑎, 𝑏𝑐, 𝑐𝑎),
число вузлiв 𝑁в = 3 (𝑎, 𝑏 та 𝑐), генераторiв струму немає (𝑁c = 0), число
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Рис. 3.9

невiдомих струмiв рiвне 𝑁г−𝑁с = 5. Число незалежних рiвнянь, зiставле-
них за першим законом Кiрхгофа, рiвне числу вузлiв мiнус одиниця, тобто
двум (𝑁в − 1 = 3 − 1 = 2). Число рiвнянь, зiставлених за другим законом
Кiрхгова, рiвне числу невiдомих струмiв в п’яти гiлках схеми.
Виберемо додатнiй напрям струмiв i позначимо їх стрiлками. Виберемо
i позначимо стрiлками направлення обходу трьох незалежних контурiв :
𝐼, 𝐼𝐼, та 𝐼𝐼𝐼. Зiставимо систему рiвнянь Кiрхгофа:
для вузла 𝑎

𝐼1 − 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼5 = 0; (3.1)

для вузла 𝑏
− 𝐼1 − 𝐼3 − 𝐼4 = 0; (3.2)

для контура 𝐼
𝐸1 + 𝐸3 = (𝑟1 + 𝑟10)𝐼1 − (𝑟3 + 𝑟30)𝐼3; (3.3)

для контура 𝐼𝐼
𝐸3 = −(𝑟3 + 𝑟30)𝐼3 + 𝑟4𝐼4 + 𝑟5𝐼5; (3.4)

для контура 𝐼𝐼𝐼
𝐸2 = (𝑟2 + 𝑟20)𝐼2 + 𝑟5𝐼5. (3.5)

Рiвняння (3.1)—(3.5) пiсля пiдстановки в них числових значень будуть
мати наступний вигляд:

𝐼1 − 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼5 = 0; 𝐼1 + 𝐼3 + 𝐼4 = 0;

6𝐼1 − 10𝐼3 = 20; −10𝐼3 + 2,5𝐼4 + 15𝐼5 = 5; 5𝐼2 + 15𝐼5 = 70.
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Розв’язуючи цю систему рiвнянь, отримаємо :

𝐼1 = 5 𝐴; 𝐼2 = 8 𝐴; 𝐼3 = 1 𝐴; 𝐼4 = −6 𝐴; 𝐼5 = 2 𝐴.

Вiд’ємний знак для струма 𝐼4 означає, що iстинний напрям струму в опорi
𝑟4 протилежний прийнятому. Iстинний напрям струму в опорi 𝑟4 позначе-
ний 𝐼 ′4 i показаний на схемi штрихованою стрiлкою.

При перевiрцi баланса потужностей треба мати на увазi, що в тих гiлках
кола, де iстинний напрям струму спiвпадає з напрямом е.р.с., вiдповiд-
на е.р.с. є джерелом енергiї, а в тих дiлянках, де напрям е.р.с. i струму
протилежнi, е.р.с. — споживач енергiї. Всi опори, як зовнiшнi, так i генера-
тори енергiї, незалежно вiд струму, що в них протiкає будуть споживачами
енергiї.

Баланс потужностей для цього кола

𝐸1𝐼1 +𝐸2𝐼2 −𝐸3𝐼3 = 𝐼21(𝑟1 + 𝑟10) + 𝐼22(𝑟2 + 𝑟20) + 𝐼23(𝑟3 + 𝑟30) + 𝐼24𝑟4 + 𝐼25𝑟5,

або

15 · 5 + 70 · 8 − 5 · 1 = 52 · 6 + 82 · 5 + 12 · 10 + 62 · 2,5 + 22 · 15;

отримана тотожнiсть 630 = 630.

3.2.7 Напруги вимiрянi електростатичним вольтметром мiж вузловими точками
схеми i землею рiвнi 𝑈10 = −15 в, 𝑈20 = 52 в, 𝑈30 = 64 в (рис.3.10).
Визначити струми в гiлках i дротах за 𝐸1 = 80 в, 𝐸3 = 70 в, 𝑟1 = 5 Ом,
𝑟2 = 10 Ом, 𝑟3 = 12 Ом.

Розв’язання. Знайдемо напругу мiж точками 1 i 2, 2 i 3, 3 i 1:

𝑈10 − 𝑈20 = 𝑈12 = −15 − 52 = −67 в;

𝑈20 − 𝑈30 = 𝑈23 = 52 − 64 = −12 в;

𝑈30 − 𝑈10 = 𝑈31 = 64 − (−15) = 79 в.

Довiльно оберемо додатнiй напрям струмiв гiлок та покажемо їх стрiлка-
ми.
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Рис. 3.10

Застосовуючи до гiлок закон Ома, визначимо:

𝐼1 =
𝑈12 + 𝐸1

𝑟1
=

−67 + 80

5
= 2,6 А,

𝐼2 =
𝑈32

𝑟2
=

12

10
= 1,2 А,

𝐼3 =
𝑈31 − 𝐸3

𝑟3
=

79 − 70

12
= 0,75 А.

Струми у вiдгалудженнях вiд вузлових точках знаходимо по першому зо-
кону Кiрхгофа:

𝐼4 = 𝐼3 − 𝐼1 = −1,85 А; 𝐼5 = 𝐼1 + 𝐼2 = 3,8 А;

𝐼6 = −𝐼2 − 𝐼3 = −1,95 А.
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Струми 𝐼4 та 𝐼6 виявились зi знаком мiнус. Це каже про те, що через вузли
1 та 3 в схему протiкає "iстиннi"додатнi струми 𝐼 ′4 та 𝐼 ′6, позначенi на схемi
штрихованими стрiлками.

3.2.8 До джерела струму 𝐽 = 0,1 А, пiдключенi опори рис.3.11: 𝑟1 = 12 Ом,
𝑟2 = 10 Ом, 𝑟3 = 16 Ом, 𝑟4 = 40 Ом, 𝑟5 = 60 Ом
Знайти напругу 𝑈𝑎𝑏 джерела струму i всi струми. Перевiрити баланс по-
тужностей.

Рис. 3.11

Розв’язання. Спочатку знайдемо опiр схеми мiж затискачами 𝑎 та 𝑏:

𝑟𝑎𝑏 = 𝑟1 +
𝑟2(𝑟3 + 𝑟4𝑟5

𝑟4+𝑟5
)

𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4𝑟5
𝑟4+𝑟5

= 12 +
10(16 + 40·60

100 )

10 + 16 + 40·60
100

= 20 Ом.

Напруга джерела струму

𝑈𝑎𝑏 = 𝑟𝑎𝑏𝐽 = 20 · 0,1 = 2 в.

За законом Ома знаходимо струм, який проходить через 𝑟2:

𝐼? =
𝑈𝑎𝑏 − 𝐽𝑟1

𝑟2
=

2 − 0,1 · 12

10
= 0,08 А.

Струм 𝐼3, що проходить через 𝑟3, знайдемо з першого закона Кiрхгофа:

𝐼3 = 𝐽 − 𝐼2 = 0,1 − 0,08 = 0,02 А.
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Цей струм розподiляється обернено пропорцiйно опорам 𝑟4 та 𝑟5:

𝐼4 = 𝐼3
𝑟5

𝑟4 + 𝑟5
= 0,02

60

100
= 0,012 А;

𝐼5 = 𝐼3 − 𝐼4 = 0,008 А.

Перевiрка балансу потужностей. Потужнiсть отримана з джерела струму,

𝑃с = 𝑈𝑎𝑏𝐽 = 2 · 0,1 = 0,2 Вт.

Потужнiсть,яка витрачається в навантажувальних опорах,

𝑃н = 𝐽2𝑟1 + 𝐼22𝑟2 + 𝐼23𝑟3 + 𝐼24𝑟4 + 𝐼25𝑟5 =

= 0,12 · 12 + 0,082 · 10 + 0,022 · 16 + 0,0122 · 40 + 0,0082 · 60 = 0,2 Вт,

тобто отримана тотожнiсть

𝑃с = 𝑃н = 0,2 Вт.

3.2.9 Коло рис.3.12 мiстить генератор струму, внутрiшня провiднiсть якого gг =
5·10−5 Сiм i струм 𝐽 = 80 мА, джерело напруги е.р.с. 𝐸1 = 230 в; опiр 𝑟1 =
1 кОм, 𝑟2 = 2 кОм. Знайти вci струми. Перевiрити баланс потужностей.

Рис. 3.12

Розв’язання. Оберемо додатнi напрями струмiв, як це показано на рис.3.12,
i складемо рiвняння за законом Кiрхгофа. Коло має чотири гiлки 𝑁г = 4,
два вузла 𝐴 та 𝐵 (𝑁в = 2), один генератор струму (𝑁с = 1). Число рiв-
нянь, складених за першим законом Кiрхгофа, рiвне (𝑁в − 1 = 1), а за
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другим законом Кiрхгофа

𝐾 = 𝑁г −𝑁в + 1 −𝑁с = 4 − 2 + 1 − 1 = 2.

Оберемо два незалежних контура 𝐼 та 𝐼𝐼, якi не мiстять джерел струму.
Рiвняння для вузла А

𝐽 − 𝐼 − 𝐼2 + 𝐼1 = 0;

для контура 𝐼
𝑟1𝐼1 + 𝑟2𝐼2 = 𝐸1;

для контура 𝐼𝐼

𝑟2𝐼2 −
1

gг
𝐼 = 0.

Пiдставляючи цифровi значеня в цi рiвняння i обчислюючи їх, отримаємо:
𝐼1 = 30 мА, 𝐼2 = 100 мА, 𝐼 = 10 мА.
Для перевiрки баланса потужностей спочатку знайдемо напругу на дже-
релi струму:

𝑈𝑎𝑏 =
1

gг
𝐼 =

1

5 · 10−5
10 · 10−3 = 200 в.

Потужнiсть, здiйснена джерелом струму i генератором напруги,

𝑃д = 𝑈𝑎𝑏𝐽 + 𝐸1𝐼1 = 200 · 80 · 10−3 + 230 · 30 · 10−3 = 22,9 Вт

Потужнiсть, яка витрачається в опорах

𝑃 = 𝐼21𝑟1 + 𝐼22𝑟2 + 𝐼2
1

gг
= 0,032 · 103 + 0,12 · 2 · 103 + 0,012

1

5 · 10−5
= 22,9 Вт,

3.3 Методи контурних струмiв i вузлових потенцiалiв
3.3.1 Методом контурних струмiв знайти струми в колах, схема якої зображена

на рис.3.13 Дано: 𝐸1 = 100 в, 𝐸2 = 30 в, 𝐸3 = 10 в, 𝐸4 = 6 в, 𝑟1 = 10 Ом,
𝑟2 = 10 Ом, 𝑟4 = 6 Ом, 𝑟5 = 5 Ом, 𝑟6 = 15 Ом, 𝑟40 = 1 Ом.
Розв’язання. Виберемо напрям контурних струмiв, якi позначимо 𝒥1,𝒥2,𝒥3.

Складемо систему рiвнянь для контурiв:

𝐸1 − 𝐸2 − 𝐸3 = (𝑟1 + 𝑟2)𝒥1 − 𝑟2𝒥2;
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Рис. 3.13

𝐸2 − 𝐸4 = (𝑟2 + 𝑟5 + 𝑟40 + 𝑟4)𝒥2 + (𝑟40 + 𝑟4)𝒥3 − 𝑟2𝒥1;

−𝐸3 − 𝐸4 = (𝑟6 + 𝑟40 + 𝑟4)𝒥3 + (𝑟40 + 𝑟4)𝒥2.

Пiсля пiдстановки числових значень маємо:

60 = 20𝒥1 − 10𝒥2;

24 = −10𝒥1 + 22𝒥2 + 7𝒥3;

−16 = 7𝒥2 + 22𝒥3.

Розв’язавши цю систему рiвнянь, знайдемо контурнi струми:

𝒥1 = 5 А;𝒥2 = 4 А;𝒥3 = −2 А,

i потiм знайдемо iстиннi струми у всiх гiлках.

У гiлцi, де дiє е.р.с. 𝐸1, iстинний струм 𝐼1 має напрям контурного струму
𝒥1 i дорiвнює 𝐼1 = 𝒥1 = 5 А.

У гiлцi з опором 𝑟5 iстинний струм 𝐼5 має напрям контурного струму 𝒥2 i
рiвний 𝐼5 = 𝒥2 = 4 А.

У гiлцi з опором 𝑟5 iстинний струм 𝐼6 має напрям, протилежний контур-
ному струму 𝒥3 i рiвний 𝐼6 = −𝒥3 = 2 А.

У гiлцi з опором 𝑟2 iстинний струм 𝐼2 отримаємо, наклавши контурнi стру-
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ми 𝒥1 та 𝒥2 i має напрям великого контурного струму 𝒥1:

𝐼2 = 𝒥1 − 𝒥2 = 5 − 4 = 1 А.

У гiлцi, де дiє е.р.с. 𝐸3, iстинний струм 𝐼3 отримаємо, наклавши контурнi
струми 𝒥1 та 𝒥3 i має напрям контурного струму 𝒥1:

𝐼3 = 𝒥1 − 𝒥3 = 5 + (−2) = 3 А.

Покажемо, як цю задачу можна розв’язати за допомогаю визначника. Для
цього рiвняння контурних струмiв слiд записати в формi:

𝑟11𝒥1 + 𝑟12𝒥2 + 𝑟13𝒥3 = 𝐸11;

𝑟21𝒥1 + 𝑟22𝒥2 + 𝑟23𝒥3 = 𝐸22;

𝑟31𝒥1 + 𝑟32𝒥2 + 𝑟33𝒥3 = 𝐸33;

де
𝑟11 = 𝑟1 + 𝑟2 = 20 Ом, 𝑟12 = 𝑟21 = −𝑟2 = −10 Ом;

𝑟13 = 𝑟31 = 0, 𝑟22 = 𝑟2 + 𝑟5 + 𝑟40 + 𝑟4 = 22 Ом;

𝑟23 = 𝑟32 = 𝑟40 + 𝑟4 = 7 Ом, 𝑟33 = 𝑟6 + 𝑟40 + 𝑟4 = 22 Ом;

𝐸11 = 𝐸1−𝐸2−𝐸3 = 60 в; 𝐸22 = 𝐸2−𝐸4 = 24 в; 𝐸33 = −𝐸3−𝐸4 = −16 в.

Складемо визначник ∆ i пiдрахуємо його значення:

Δ =

⎛⎝𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

⎞⎠ =

⎛⎝ 20 −10 0
−10 22 7

0 7 22

⎞⎠ =

20 𝑐𝑑𝑜𝑡22·22+(−10)·7·0+0·(−10)·7−0·22·0−20·7 𝑑𝑜𝑡7−(−10)(−10)22 =

= 9680 − 980 − 2200 = 6500.

Пiдрахуємо значення алгебраїчних доповнень визначника, розрахувавши
його мiнори i помноживши кожен з них на (−1)𝑘+1, де 𝑘— номер викре-
слювального рядка, а 𝑙 — номер викреслювального стовпця; ∆1 — це ал-
гебраїчне доповнення, яке отримується з основного визначника ∆ шляхом
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викреслювання першого рядка i першого стовпця, помножене на (−1)1+1 :

Δ11 =

(︂
22 7
7 22

)︂
(−1)2 = 22 · 22 − 7 · 7 = 435;

∆12 — алгебраїчне доповнення, отримане з основного визначника ∆ шля-
хом викреслювання першого рядка i другого стовпця, помножене на (−1)1+2:

Δ12 =

(︂
−10 7

0 22

)︂
(−1)3 = −(−10 · 22 − 7 · 0) = 220 = ∆21;

Аналогiчно знайдемо:

∆13 = ∆31 = −70; ∆22 = 440; ∆23 = ∆32 = −140; ∆33 = 340.

Шуканi контурнi струми:

𝒥1 =
1

∆

⎛⎝𝐸11 𝐸22 𝐸33

𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

⎞⎠ = 𝐸11
∆11

∆
+ 𝐸22

∆12

∆
+ 𝐸33

∆13

∆
=

= 60
435

6500
+ 24

220

6500
− 16

(−70)

6500
= 5 А;

𝒥2 =
1

∆

⎛⎝ 𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝐸11 𝐸22 𝐸33

𝑟31 𝑟32 𝑟33

⎞⎠ = 𝐸11
∆21

∆
+ 𝐸22

∆22

∆
+ 𝐸33

∆23

∆
= 4 А;

𝒥3 =
1

∆

⎛⎝ 𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝐸11 𝐸22 𝐸33

⎞⎠ = 𝐸11
∆31

∆
+ 𝐸22

∆32

∆
+ 𝐸33

∆33

∆
= −2 А;

Таким чином, отримали тi ж результати, що й ранiше.
3.3.2 Коло рис.3.14 має джерело струму 𝐽 = 50 мА, джерело напруги з е.р.с.

𝐸 = 60 в i опори 𝑟1 = 5, кОм 𝑟2 = 4, кОм 𝑟3 = 16, кОм 𝑟4 = 2, кОм
𝑟5 = 8 кОм.
Знайти всi струми методом контурних струмiв. Перевiрили баланс поту-
жностей.
Розв’язання. Схема має шiсть гiлок (𝑁г = 6), чотири вузла (𝑁в = 4),
один генератор струму (𝑁с = 1). Число незалежних рiвнянь, складених
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Рис. 3.14

за методом контурних струмiв, рiвне двум 𝐾 = 6 − 4 + 1 − 1 = 2. Задамо
напрямок контурних струмiв 𝒥1, 𝒥2, як показано на рис.3.14. Там же
наносимо i вiдомий контурний струм джерела струму 𝐽 . Складемо систему
рiвнянь для першого i другого контурiв:

(𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟5)𝒥1 + 𝑟5𝒥2 + 𝑟1𝒥 = 𝐸;

𝑟5𝒥1 + (𝑟3 + 𝑟4 + 𝑟5)𝒥2 − 𝑟3𝒥 = 0.

Пiдставивши цифровi значення i вирiшуючи цi рiвняння, знайдемо кон-
турнi струми:

𝒥1 = −30 мА i 𝒥2 = 40 мА.

Шуканi струми:

𝐼1 = 𝒥1 + 𝐽 = 20 мА; 𝐼2 = −𝒥1 = 30 мА; 𝐼3 = 𝐽 − 𝒥2 = 10 мА;

𝐼4 = 𝒥2 = 40 мА; 𝐼5 = 𝒥1 + 𝒥2 = 10 мА.
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Баланс потужностей

−𝐸𝐼2 + 𝑈𝑐𝑑𝐽 = −𝐸𝐼2 + (𝑟1𝐼1 + 𝑟3𝐼3)𝐽 =

= 𝐼21𝑟1 + 𝐼22𝑟2 + 𝐼23𝑟3 + 𝐼24𝑟4 + 𝐼25𝑟5.

Пiдставляючи числовi значення, отримаємо тотожнiсть: 11,2 Вт = 11,2 Вт.

3.3.3 Для схеми, рис. 3.15,а, використовуючи метод вузлових потенцiалiв, ви-
значити всi струми. Дано: 𝐸1 = 30 в, 𝐸2 = 10 в, 𝐸3 = 20 в, 𝐸4 = 56 в,
𝑟1 = 20 Ом, 𝑟2 = 30 Ом, 𝑟3 = 6 Ом, 𝑟4 = 8 Ом, 𝑟5 = 15 Ом, 𝑟6 = 40 Ом,
𝑟7 = 10 Ом.

Рис. 3.15

Розв’язання. Вiзьмемо потенцiал точки 3 рiвний нулю (𝜙3 = 0). Тодi
на основi (1.13) запишемо систему рiвнянь для знаходження потенцiалiв
точки 1 та 2:

𝜙1 g11 − 𝜙2 g12 =
∑︁
1

𝐸 g; (3.6)

− 𝜙1 g21 − 𝜙2 g22 =
∑︁
2

𝐸 g; (3.7)
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Пiдрахуємо g11 — cума провiдностей гiлок, приєднаних до вузла 1:

g11 =
1

𝑟1 + 𝑟7
+

1

𝑟5
+

1

𝑟4
+

1

𝑟6
=

1

30
+

1

15
+

1

8
+

1

40
= 0,25 Сiм.

Аналогiчно g22 — сума провiдностей гiлок, приєднаних до вузла 2:

g22 =
1

𝑟1 + 𝑟7
+

1

𝑟5
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
=

1

30
+

1

15
+

1

30
+

1

6
= 0,3 Сiм.

Сума провiдностей, якi з’єднують перший та другий вузли,

g12 = g21 =
1

𝑟1 + 𝑟7
+

1

𝑟5
=

1

30
+

1

15
= 0,1 Сiм.

Пiдставляючи числовi значення в рiвняння (3.6) та (3.7), отримаємо:

0,25𝜙1 − 0,1𝜙2 = 30
1

30
− 56

1

8
= −6;

−0,1𝜙1 + 0,3𝜙2 = −30
1

30
+ 10

1

30
− 200

1

6
= −34.

Розв’язавши два рiвняння, знайдемо потенцiали точок 1 i 2:

𝜙1 = −80 в;𝜙2 = −140 в.

Нарештi застосовуючи закон Ома для окремих гiлок, знайдемо шуканi
струми:

𝐼1 =
𝜙1 − 𝜙2 − 𝐸1

𝑟1
=

−80 + 140 − 30

30
= 1 А;

𝐼2 =
𝜙3 − 𝜙2 + 𝐸2

𝑟2
=

140 + 10

30
= 5 А;

𝐼3 =
𝜙2 − 𝜙3 + 𝐸3

𝑟3
=

−140 + 200

6
= 10 А;

𝐼4 =
𝜙3 − 𝜙1 − 𝐸4

𝑟4
=

80 − 56

8
= 3 А;

𝐼5 =
𝜙1 − 𝜙2

𝑟5
=

−80 + 140

15
= 4 А;
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𝐼6 =
𝜙3 − 𝜙1

𝑟6
=

80

40
= 2 А;

Напрям знайдених струмiв вказаний на структурованiй схемi рис. 3.15,б
кола рис. 3.15,а.
Рекомендуємо читачу розв’язати ту ж задачу, прийнявши за нуль потен-
цiали вузлової точки 1.

3.3.4 Методом вузлових потенцiалiв знайти струми в усiх гiлках схеми, зобра-
женої на рис. 3.16,а. Дано: 𝐸1 = 20 в, 𝐸2 = 30 в, 𝐸3 = 2 в, 𝐸4 =
1,2 в, 𝐸5 = 5,6 в, 𝑟2 = 50 Ом, 𝑟3 = 10 Ом, 𝑟4 = 20 Ом, 𝑟5 = 10 Ом, 𝑟6 =
100 Ом, 𝑟7 = 50 Ом, 𝑟8 = 20 Ом.

Рис. 3.16

Розв’язання. В колi є гiлка з джерелом напруги, в якiй немає опору.
Доцiльно прийняти рiвний нулю потенцiал одного з вузлових точок, до
якого пiд’єднана ця гiлка, наприклад потенцiал вузла 4 (𝜙4 = 0). Тодi
потенцiал точки 1 має значення, рiвне 𝐸1, тобто 𝜙1 = 20 в. Загальне
число рiвнянь рiвне двум (𝑁в = 4, 𝑁н = 1, 𝐵 = 𝑁в − 𝑁н − 1 = 2). Таким
чином в данiй задачi достатньо скласти за методом вузлових потенцiалiв
всього два рiвняння для вузлiв 2 та 3.
для вузла 2

−𝜙1 g21 + 𝜙2 g22 − 𝜙3 g23 − 𝜙4 g24 =
∑︁
2

𝐸 g = 𝐸3
1

𝑟3
− 𝐸4

1

𝑟4
,



Приклади розв’язання задач 55 ≻

для вузла 3

−𝜙1 g31 − 𝜙2 g32 + 𝜙3 g33 − 𝜙4 g34 =
∑︁
3

𝐸 g = 𝐸4
1

𝑟4
− 𝐸5

1

𝑟5
.

Пiдставляючи в цi рiвняння числовi значення опорiв, е.р.с., а також зна-
чення 𝜙1 = 20 в, 𝜙4 = 0, отримаємо пiслi перегрупувань членiв для двух
невiдомих потенцiалiв 𝜙2 та 𝜙3 систему рiвнянь:

𝜙2(
1

50
+

1

10
+

1

20
) − 𝜙3

1

20
=

2

10
− 1,2

20
+

20

50
;

−𝜙2
1

20
+ 𝜙3(

1

20
+

1

20
+

1

10
) =

1,2

20
+

5,6

10
+

20

20
,

або
0,17𝜙2 − 0,05𝜙3 = 0,54; −0,05𝜙2 + 0,2𝜙3 = 1,62.

Розв’язуєчи цю систему рiвнянь, знайдемо:

𝜙2 = 6 в; 𝜙3 = 9,6 в.

Нарештi, застосовуючи до окремих гiлок формули закону Ома, отримаємо
значення всiх струмiв, якi нанесенi на структурнiй схемi рис. 3.16:

𝐼2 = 0,2 А, 𝐼3 = 0,4 А, 𝐼4 = 0,12 А, 𝐼5 = 0,4 А,

𝐼6 = 0,2 А, 𝐼7 = 0,28 А, 𝐼8 = 0,52 А.

Звертаємо особливу увагу на те, що в гiлках без опору? струм 𝐼1 не зна-
ходиться за законом Ома i разраховується на основi першого закону Кiрх-
гофа:

𝐼1 = 𝐼3 + 𝐼5 + 𝐼6 − 𝐼2 = 0,8 А.

3.3.5 Знайти струми методом вузлових потенцiалiв зi схеми рис. 3.17. Дано:
𝐽1 = 50 мА, g1 = 10−4 Сiм, 𝐽2 = 60 мА, g2 = 0,5 · 10−3 Сiм, 𝐸3 =
270 в, 𝑟3 = 1 Ом, 𝑟4 = 2 Ом, 𝑟5 = 7,5 Ом, 𝑟6 = 3 Ом.

Розв’язання. Потенцiал вузла 4 приймемо рiвний нулю (𝜙4 = 0). Скла-
демо систему рiвнянь, за методом вузових потенцiалiв для вузлiв 1, 2, 3.
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Рис. 3.17

Для вузла 1

𝜙1(g2 + g4 + g6) − 𝜙2g2 − 𝜙3g6 − 𝜙4g4 = 𝐽2;

для узла 2

−𝜙1g2 + 𝜙1(g1 + g2 + g3) − 𝜙3g3 − 𝜙4g1 = −𝐽1 − 𝐽2 + 𝐸3g3;

для вузла 3

−𝜙1g6 − 𝜙2g3 + 𝜙2(g3 + g5 + g6) − 𝜙4g5 = −𝐸3g3.

Пiдставивиши числовi значення в рiвняння i розрахувавши їх, знайдемо
потенцiали вузлових точок: 𝜙1 = −30 в, 𝜙2 = −50 в та 𝜙3 = −225 в.

Нарештi, розрахуємо за законом Ома струми в кожнiй з гiлок:

𝐼1 = (𝜙4 − 𝜙2)g1 = [0 − (−50)]10−4 = 5 · 10−3 А = 5 мА;

𝐼2 = (𝜙1 − 𝜙2)g2 = [−30 − (−50)]0,5 · 10−3 = 10 · 10−3 А = 10 мА;

𝐼3 =
𝜙3 − 𝜙2 + 𝐸3

𝑟3
=

−225 − (−50) + 227

1 · 103
= 95 · 10−3 А = 95 мА;

𝐼4 =
𝜙4 − 𝜙1

𝑟4
= 15 · 10−3 А = 15 мА;
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𝐼5 =
𝜙4 − 𝜙3

𝑟5
= 30 · 10−3 А = 30 мА;

𝐼6 =
𝜙1 − 𝜙3

𝑟6
= 65 · 10−3 А = 65 мА,

3.3.6 Методом вузлових потенцiалiв знайти струми в схемi (рис. 3.18,а). Дано:
𝐸 = 100 в, 𝐸2 = 10 в, 𝐸5 = 40 в, 𝑟1 = 20 Ом, 𝑟2 = 30 Ом, 𝑟3 =
20 Ом, 𝑟4 = 10 Ом.

Рис. 3.18

Розв’язання. Всього в схемi чотири вузла (𝑁в = 4), двi гiлки, в яких
лише джерела напруги: гiлки з е.р.с.𝐸 та 𝐸5 (𝑁н = 2). Число рiвнянь,
складених за методом вузлових потунцiалiв, рiвне одному:

𝐵 = 𝑁в −𝑁н − 1 = 4 − 2 − 1 = 1.

Але при складаннi рiвнянь для будь якого з вузлiв, в нього увiйдуть до-
данки, якi мають нескiнченно велику провiднiсть.
Покажемо, як цього уникнути.
Вiдомо, що якщо всi гiлки, пiд’єднанi до якогось вузла, i ми введемо одна-
ковi е.р.с., якi напрямленi до вузла (або вiд нього), то це не вплине на
розподiл струмiв в схемi, бо з рiвняння другого закону Кiрхгофа для будь-
якого контура, цi е.р.с. взаємно компенсуються. Скориставшись цiєю вла-
стивiстю, введемо до усiх гiлок, якi з’єднанi з вузлом 1, е.р.с. 𝐸 ′, напрям-
ленi до вузла i рiвнi 𝐸5 (рис.3.18,б). Тепер з’ясується, що в гiлках 1—3
дiють двi однаковi i протилежно напрямленi е.р.с., а їх сума рiвна нулю.
Тому точки 1 та 3 рiвнопотенцiальнi i їх можна закоротити (рис.3.18,в). Ця
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схема має три вузли i одну гiлку в якiй лише е.р.с. 𝐸(𝑁н = 1). За методом
вузлових потенцiалiв треба скласти лише одне рiвняння. Складемо його
для вузла 1, прийнявши (𝜙4 = 0). Тодi (𝜙2 = 𝐸 = 100 в. Рiвняння для
вузла 1 буде мати вигляд:

𝜙1g11−𝜙2g12−𝜙4g14 = 𝜙1(
1

𝑟1
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4
)−𝜙2(

1

𝑟1
+

1

𝑟2
)−𝜙4(

1

𝑟3
+

1

𝑟4
) =

= (𝐸2 + 𝐸 ′)
1

𝑟2
+ 𝐸 ′ 1

𝑟4
.

Пiдставляючи сюди числовi значення, отримаємо 𝜙1 = 60 в.

Нарештi, знайдемо струми в гiлках вихiдної схеми, за законом Ома:

𝐼1 = 2 А; 𝐼2 = 3 А; 𝐼3 = 3 А; 𝐼4 = 2 А.

Струми в гiлках з е.р.с. 𝐸 та 𝐸5, знаходимо за першим законом Кiрхгофа:

𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 = 5 А; 𝐼5 = 𝐼2 − 𝐼4 = 1 А.

3.3.7 Дано: коло (рис. 3.19,а),𝐸1 = 100 в, 𝐸2 = 150в, 𝐸3 = 28 в, 𝐽 = мА, 𝑟2 кОм, 𝑟3 =
4 кОм, 𝑟4 = 6 кОм, 𝑟5 = 8 кОм. Найлегшим способом розрахувати струми
у всiх гiлках.

Рис. 3.19
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Розв’язання. При розв’язку задачi методом контурних струмiв треба
скласти два рiвняння (𝐾 = 𝑁г − 𝑁в + 1 − 𝑁с = 6 − 4 + 1 − 1 = 2). За
методом вузлових потенцiалiв треба скласти також два рiвняння (𝐵 =
𝑁в −𝑁н − 1 = 4 − 1 − 1 = 2).

Спочатку розв’яжемо задачу методом контурних струмiв, обравши їх на-
прям згiдно з рис. 3.19,а:

(𝑟4 + 𝑟5)𝒥1 + (𝑟4 + 𝑟5)𝒥2 + 𝑟5𝐽 = 𝐸1;

(𝑟4 + 𝑟5)𝒥1 + (𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4 + 𝑟5)𝒥2 + 𝑟5𝐽 = 𝐸2 − 𝐸3.

Пiдставивши числовi значення i розв’язуючи цi рiвняння, знайдемо кон-
турнi струми: 𝒥1 = 3 мА, 𝒥2 = 3 мА i струми в гiлках:

𝐼1 = 𝒥1 = 3 мА; 𝐼2 = 𝒥2 + 𝐽 = 5 мА; 𝐼3 = 𝒥2 = 3 мА;

𝐼4 = 𝒥1 + 𝒥2 = 6 мА, 𝐼5 = 𝒥1 + 𝒥2 + 𝐽 = 8 мА.

Якщо контурний струм 𝐽 джерела струму напрявити так, як показано на
рис. 3.19,б, а напрям решти контурних струмiв залишити незмiнним, то
контурнi рiвняння матимуть вигляд:

(𝑟4 + 𝑟5)𝒥 ′
1 + (𝑟4 + 𝑟5)𝒥 ′

2 − 𝑟4𝐽 = 𝐸1;

(𝑟4 + 𝑟5)𝒥 ′
1 + (𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4 + 𝑟5)𝒥 ′

2 − 𝑟4𝐽 = 𝐸2 − 𝐸3.

Розв’язуючи цi рiвняння, знайдемо контурнi струми:

𝒥 ′
1 = 3 мА; 𝒥 ′

2 = 5мА.

Один з них 𝒥 ′
2, вiдрiзняється вiд ранiше знайденого 𝒥2. Однак струми в

кожнiй гiлцi будуть мати тi ж значення. Дiйстно,

𝐼1 = 𝒥 ′
1 = 5 мА; 𝐼2 = 𝒥 ′

2 = 5 мА; 𝐼3 = 𝒥 ′
2 − 𝐽 = 3 мА;

𝐼4 = 𝒥 ′
1 + 𝒥 ′

2 − 𝐽 = 6 мА; 𝐼5 = 𝒥 ′
1 + 𝒥 ′

2 = 8 мА.

Розв’яжемо цю задачу методом вузлових потенцiалiв. Приймемо потенцiал
вузла 4 рiвним нулю (𝜙4 = 0), тодi потенцiал вузла 3 рiвний 𝜙3 = 𝐸1 =
100 в. Cкладемо схему рiвнянь для вузла 1 та 2 (для цього врахуємо, що
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провiднiсть гiлок, якi з’єднують вiзли 1 та 2, (g12 = g21 = 0):

𝜙1g11 − 𝜙2g12 − 𝜙3g13 = (
1

𝑟4
+

1

𝑟5
)𝜙1 − 𝐸1

1

𝑟4
= 𝐽 ;

−𝜙2g21 + 𝜙2g22 − 𝜙2g23 = (
1

𝑟2
+

1

𝑟3
)𝜙2 − 𝐸1

1

𝑟3
= 𝐸2

1

𝑟3
+ 𝐸3

1

𝑟3
.

Розв’язавши цi рiвняння, знайдемо потенцiали точок 1 та 2:

𝜙1 = 64 в; 𝜙2 = 140 в.

Застосовуючи до окремих гiлок закон Ома, знайдемо струми в гiлках:

𝐼2 =
𝜙4 − 𝜙2 + 𝐸2

𝑟2
=

0 − 140 + 150

2
= 5 мА;

𝐼3 =
𝜙2 − 𝜙3 − 𝐸3

𝑟3
=

140 − 100 − 28

4
= 3 мА;

𝐼4 =
𝜙3 − 𝜙1

𝑟4
=

100 − 64

6
= 6 мА; 𝐼5 =

𝜙1 − 𝜙4

𝑟5
=

64 − 0

8
= 8 мА.

Струм, який проходить через джерело𝐸1, треьа знайти за першим законом
Кiрхгофа, застосованому до вузла 3 та 4:

𝐼1 = 𝐼4 − 𝐼3 = 6 − 3 = 3 мА або 𝐼1 = 𝐼5 − 𝐼2 = 8 − 5 = 3 мА.

Перевiдка показує, що перший закон Кiрхгофа для вузлiв 1 та 2 здiйсню-
ється:

𝐽 = 𝐼5 − 𝐼4 = 8 − 6 = 2 мА або 𝐽 = 𝐼2 − 𝐼3 = 5 − 3 = 2 мА.

Зiставлення двох наведених методiв розв’язку показує, що хоча в обоз
випадках доводиться складнати однакове число рiвнянь (по два), другий
метод легший, бо одне з рiвнянь має лише одну невiдому величину.
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3.4 Метод накладання. Перетворення трикутника в зiрку
i навпаки

3.4.1 Методом накладання розрахувати струми в схемi рис. 3.20,а, якщо 𝐸1 =
10 в, 𝐸2 = 40 в, 𝐸3 = 5 в, 𝑟10 = 5 Ом, 𝑟20 = 𝑟30 = 2 Ом, 𝑟1 = 30 Ом, 𝑟2 =
3 Ом, 𝑟3 = 8 Ом.

Рис. 3.20

Розв’язання. Позначимо додатнi напрями струмiв вихiдної системи на
рис. 3.20,а. Припустимо, що дiє лише е.р.с. 𝐸1, а е.р.с. 𝐸2 та 𝐸3 — недiєвi
рис. 3.20,б.

𝐼 ′1 =
𝐸1

𝑟1?
,

де

𝑟1𝑒 = 𝑟1 + 𝑟10 +
(𝑟2 + 𝑟20)(𝑟3𝑟30)

𝑟2 + 𝑟20 + 𝑟3 + 𝑟30
= 35 +

5 · 10

15
=

115

3
Ом.

Струм

𝐼 ′1 = 10 :
115

3
=

6

23
А.

Струми в паралельних гiлках знаходяться за формулами:

𝐼 ′2 = 𝐼 ′1
𝑟3 + 𝑟30

𝑟2 + 𝑟20 + 𝑟3 + 𝑟30
=

6

23
· 10

15
=

4

23
А;

𝐼 ′2 = 𝐼 ′1
𝑟2 + 𝑟20

𝑟2 + 𝑟20 + 𝑟3 + 𝑟30
=

6

23
· 5

15
=

2

23
А;

Проведемо розрахунки, допускаючи, що дiє сила е.р.с. 𝐸2, а е.р.с. 𝐸1 та
𝐸3 не дiють рис. 3.20,в:

𝐼 ′2 =
𝐸2

𝑟2?
,
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де

𝑟2? = 𝑟2 + 𝑟20 +
(𝑟1 + 𝑟10)(𝑟3 + 𝑟30)

𝑟1 + 𝑟10 + 𝑟3 + 𝑟30
=

115

9
Ом;

𝐼 ′′1 = 𝐼 ′′2
𝑟3 + 𝑟30

𝑟1 + 𝑟10 + 𝑟3 + 𝑟30
=

72

23
· 10

46
=

16

23
А;

𝐼 ′′3 = 𝐼 ′′2 − 𝐼 ′′1 =
72

23
− 16

23
=

56

23
А.

Аналогiчно розрахуємо величини струмiв, коли в дiї лише одна е.р.с. 𝐸3

рис. 3.20,г

𝑟3𝑒 = 𝑟3 + 𝑟30 +
(𝑟1 + 𝑟10)(𝑟2 + 𝑟20)

𝑟1 + 𝑟10 + 𝑟2 + 𝑟20
=

115

8
Ом;

𝐼 ′′′3 =
𝐸3

𝑟3?
= 5 :

8

23
А;

𝐼 ′′′1 =
1

23
А; 𝐼 ′′′2 =

7

23
А;

Iстинне значення струму в кожнiй гiлцi знайдеться, як алгебраїчна сума
струмiв, обумовлена дiєю кожної е.р.с. окремо.

Струм в першiй гiлцi

𝐼1 = 𝐼 ′1 + 𝐼 ′′1 + 𝐼 ′′′1 =
6

23
+

16

23
+

1

23
= 1 А.

Струм в другiй гiлцi

𝐼2 =
4

23
+

72

23
− 7

23
= 3 А.

Струм в третiй гiлцi

𝐼3 = − 2

23
+

56

23
− 8

23
= 2 А.

3.4.2 В схемi рис. 3.21,а методом накладання розрахувати всi струми. Дано:
𝐸1 = 96 в, 𝐸2 = 75 в, 𝑟3 = 3 Ом, 𝑟4 = 15 Ом, 𝑟5 = 10 Ом, 𝑟6 = 6 Ом.

Розв’язання. Припустимо, що дiє лише е.р.с. 𝐸1, а е.р.с. 𝐸2 — недiєва.
В цьому випадку схема набере вигляду рис. 3.21,б . Оскiльки внутрiшнiй



Приклади розв’язання задач 63 ≻

Рис. 3.21

опiр джерела напруги 𝐸2 рiвний нулю, то на його мiсцi мiж точками 𝑎
та 𝑏 показане коротке замикання. Для бiльшої наглядностi зобразимо у
виглядi рис. 3.21,в.

Повний опiр цiєї схеми

𝑟1𝑒 =
𝑟3𝑟6
𝑟3 + 𝑟6

+
𝑟4𝑟5
𝑟4 + 𝑟5

=
3 · 6

9
+

15 · 10

25
= 8 Ом.

Знаходимо всi струми:

𝐼 ′1 =
𝐸1

𝑟1?
=

96

8
= 12 А;

𝐼 ′3 = 𝐼 ′1
𝑟6

𝑟3 + 𝑟6
= 12 · 6

9
= 8 А; 𝐼 ′6 = 𝐼 ′1 − 𝐼 ′3 = 4 А;

𝐼 ′4 = 𝐼 ′1
𝑟5

𝑟4 + 𝑟5
= 12 · 10

25
= 4,8 А; 𝐼 ′5 = 𝐼 ′1 − 𝐼 ′4 = 7,2 А;

𝐼 ′2 = 𝐼 ′3 − 𝐼 ′4 = 8 − 4,8 = 3,2 А або 𝐼 ′2 = 𝐼 ′5 − 𝐼 ′6 = 3,2 А.
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Припустимо, що дiє лише е.р.с. 𝐸2, а е.р.с. 𝐸1 — недiєва (рис. 3.21,г).
Схему для бiльшої наглiдностi зобразимо у виглядi (рис. 3.21,д). Повний
опiр схеми

𝑟2𝑒 =
𝑟3𝑟6
𝑟3 + 𝑟6

+
𝑟6𝑟5
𝑟6 + 𝑟5

=
3 · 6

9
+

6 · 10

16
= 6,25 Ом.

Знаходимо всi струми:

𝐼 ′′2 =
𝐸2

𝑟2?
=

75

6,25
= 12 А;

𝐼 ′′3 = 𝐼 ′′2
𝑟4

𝑟3 + 𝑟4
= 12 · 15

18
= 10 А; 𝐼 ′′4 = 𝐼 ′′2 − 𝐼 ′′3 = 2 А;

𝐼 ′′6 = 𝐼 ′′2
𝑟5

𝑟4 + 𝑟6
= 12 · 10

16
= 7,5 А; 𝐼 ′′5 = 𝐼 ′′2 − 𝐼 ′′6 = 4,5 А;

𝐼 ′′1 = 𝐼 ′′3 − 𝐼 ′′6 = 10 − 7,5 = 2,5 А.

Додаємо алгебраїчно струми, отриманi вiд кожної е.р.с. окремо (рис. 3.21,б
та д), знайдемо струми в кожнiй гiлцi вихiдної схеми (рис. 3.21,а):

𝐼1 = 𝐼 ′1 + 𝐼 ′′1 = 12 + 2,5 = 14,5 А; 𝐼2 = 𝐼 ′2 + 𝐼 ′′2 = 3,2 + 12 = 15,2 А;

𝐼3 = 𝐼 ′3 + 𝐼 ′′3 = 8 + 10 = 14,5 А; 𝐼4 = 𝐼 ′4 − 𝐼 ′′4 = 4,8 − 2 = 2,8 А;

𝐼5 = 𝐼 ′5 + 𝐼 ′′5 = 7,2 + 4,5 = 11,7 А; 𝐼6 = 𝐼 ′′6 − 𝐼 ′6 = 7,5 − 4 = 3,5 А.

3.4.3 Розв’язати задачу методом накладання рис. 3.12. Дано: gг = 5·10−5 Сiм, 𝐽 =
80 мА, 𝐸1 = 230 в, 𝑟1 = 1 кОм, 𝑟2 = 2 кОм.

Розв’язання. Спочатку припустимо, що дiє лише генератор напруги з
е.р.с. 𝐸1. В цьому випадку генератор струму слiд рахувати недiєвим, а
в схемi треба залишити лише його провiднiсть gг (рис. 3.22,а). Для цiєї
схеми рохрахуємо струми. Спочатку знайдемо повний опiр 𝑟′е, яке є сумою
опорiв 𝑟1 i паралельних опорiв 𝑟2, 1

gг
:

𝑟′e = 𝑟1 +
1

gг + 1
𝑟2

=
31

11
103 Ом.
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Рис. 3.22

Знаходимо:

𝐼 ′1 =
𝐸1

𝑟′e
=

2530

31
10−3 А;

𝐼 ′2 =
𝑟г

𝑟г + 𝑟2
=

2300

31
10−3 А; 𝐼 ′ = 𝐼 ′1 − 𝐼 ′2 =

230

31
10−3 А.

Тепер припустимо, що коло дiє лише з генератором струму, при цьому ге-
нератор напруги слiд вважати недiєвим (𝐸1 = 0) i в схемi треба залишите
лише його внутрнiшнiй опiр (рис. 3.22,б). Завважимо, що в паралельних
гiлках струми росподiляються прямо пропорцiйно їх провiдностi, знайде-
мо:

𝐼 ′′1 = 𝐽
g1

g1 + g2 + gг
= 80·10−3 100 · 10−5

100 · 10−5 + 50 · 10−5 + 5 · 10−5
=

1600

31
·10−3 А;

𝐼 ′′2 = 𝐽
g2

g1 + g2 + gг
=

800

31
· 10−3 А; 𝐼 ′′ = 𝐽

g
g1 + g2 + gг

=
80

31
· 10−3 А,

Шуканi струми в кожнiй гiлцi знайдемо в результатi накладання струмiв
(з урахуванням їх напрямкiв), якi проходять в кожнiй з гiлок, створенi
генератором напруги i генератором струму:

𝐼1 = 𝐼 ′1 − 𝐼 ′′1 = 30 мА; 𝐼2 = 𝐼 ′2 + 𝐼 ′′2 = 100 мА; 𝐼3 = 𝐼 ′ + 𝐼 ′′ = 10 мА.

3.4.4 Знайти еквiвалентний опiр кола (рис. 3.23,а). i всi струми, якщо 𝑈 =
114 в, 𝑟1 = 30 Ом, 𝑟2 = 𝑟3 = 10 Ом, 𝑟4 = 26 Ом, 𝑟5 = 11 Ом, 𝑟6 =
10 Ом, 𝑟7 = 40 Ом, 𝑟8 = 50 Ом. Задачу розв’язати методом перетворення
трикутника опорiв i еквiвалентну зiрку.
Розв’язання. Замiнимо трикутник опорiв 𝑎𝑏𝑐 та 𝑑𝑓𝑔 еквiвалентними зiр-
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Рис. 3.23

ками (рис. 3.23,б). В перетворенiй схемi з’явились новi вузли 𝑒 та 𝑚. Звер-
нiть увагу на те, що в перетворенiй схемi зберiгаються значення струмiв
𝐼, 𝐼4, 𝐼5 в дiлянках кола, якi не пiдлягались перетвореню.

Пiдрахуємо опори променiв зiрок 𝑟10, 𝑟20 та 𝑟30, еквiвалентнi трикутнику
𝑎𝑏𝑐 опорiв 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3:

𝑟10 =
𝑟1𝑟2

𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3
= 6 Ом; 𝑟20 =

𝑟1𝑟3
𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3

= 6 Ом;

𝑟30 =
𝑟2𝑟3

𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3
= 2 Ом.

Знайдемо опори променiв зiрки 𝑟40, 𝑟50, 𝑟60, еквiвалентнi трикутнику 𝑑𝑓𝑔
опорiв 𝑟6, 𝑟7, 𝑟8:

𝑟40 =
𝑟6𝑟7

𝑟6 + 𝑟7 + 𝑟8
= 4 Ом; 𝑟50 =

𝑟6𝑟8
𝑟6 + 𝑟7 + 𝑟8

= 5 Ом;

𝑟60 =
𝑟7𝑟8

𝑟6 + 𝑟7 + 𝑟8
= 20 Ом.

Вхiднi опори всiх схем

𝑟𝑒 = 𝑟20 + 𝑟4 + 𝑟40 = 36 Ом; 𝑟11 = 𝑟30 + 𝑟5 + 𝑟50 = 18 Ом.

Струм в нерозгалуженiй частинi кола

𝐼 =
𝑈

𝑟𝑒
=

114

38
= 3 А.
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Струм в паралельних гiлках

𝐼4 = 𝐼
𝑟11

𝑟1 + 𝑟11
= 3

18

38 + 18
= 1 А;

𝐼5 = 𝐼 − 𝐼4 = 2 А.

Тепер знайдемо струми в опорах заданного кола. Для цього попередньо з
схеми (рис. 3.23,б). знайти напругу мiж точками 𝑎 та 𝑏, 𝑎 та 𝑐, 𝑐 та 𝑏, 𝑑 та

𝑈𝑎𝑏 = 𝑟10𝐼 + 𝑟20𝐼4 = 6 · 3 + 6 · 1 = 24 в;

𝑈𝑎𝑐 = 𝑟10𝐼 + 𝑟30𝐼5 = 6 · 3 + 2 · 2 = 22 в;

𝑈𝑐𝑏 = 𝑈𝑎𝑏 − 𝑈𝑎𝑐 = (𝜙𝑎 − 𝜙𝑏) − (𝜙𝑎 − 𝜙𝑐) = 𝜙𝑐 − 𝜙𝑏 = 24 − 22 = 2 в;

𝑈𝑑g = 𝑟40𝐼4 + 𝑟60𝐼 = 4 · 1 + 20 · 3 = 64 в;

𝑈𝑓g = 𝑟50𝐼5 + 𝑟60𝐼 = 5 · 2 + 20 · 3 = 70 в;

𝑈𝑓𝑑 = 𝑈𝑓g − 𝑈𝑑g = (𝜙𝑓 − 𝜙g) − (𝜙𝑑 − 𝜙g) = 𝜙𝑓 − 𝜙𝑑 = 70 − 64 = 6 в.

Шуканi струми:

𝐼1 =
𝑈𝑎𝑏

𝑟1
=

24

30
= 0,8 А; 𝐼2 =

𝑈𝑎𝑐

𝑟2
=

22

10
= 2,2 А;

𝐼3 =
𝑈𝑐𝑏

𝑟3
=

2

10
= 0,2 А; 𝐼4 = 1 А;

𝐼5 = 2 А; 𝐼6 =
𝑈𝑓𝑑

𝑟6
=

6

10
= 0,6 А;

𝐼7 =
𝑈𝑑g

𝑟7
=

64

40
= 1,6 А; 𝐼8 =

𝑈𝑓g

𝑟8
=

70

50
= 1,4 А.

3.5 Метод еквiвалентного генератора

3.5.1 Для схеми ( рис. 3.24,а). методом еквiвалентного генераторо напруг знайти
струм в гiлцi з опором 𝑟1, якщо 𝐸1 = 18 в, 𝐸2 = 21 в, 𝑟10 = 1 Ом, 𝑟1 =
2 Ом, 𝑟20 = 2 Ом, 𝑟2 = 7 Ом, 𝑟3 = 6 Ом.

Розв’язання. Позначимо додатнi напрми чуканого струму 𝐼1 на вихiднiй
схемi (рис. 3.24,а). Розглянемо частину схеми, пiд’єднану до дослiджуваль-
ної першої гiлки (обведену штрихованою лiнiєю), в якостi еквiвалентного
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Рис. 3.24

генератора напруги е.р.с. 𝐸г i опiр 𝑟г. Намалюємо еквiвалентну електри-
чну схему з еквiвалентним генератором напруги (рис. 3.24,б).

На схемi довiльно вибрано додатнiй напрям е.р.с. еквiвалентного генера-
тора 𝐸г до точки 𝑝. Це дозволить записати для режиму холостого ходу
еквiвалентного генератора з вiдключеною першою гiлкою (рис. 3.24,в)

𝐸г = 𝑈𝑝𝑞 𝑥.𝑥 = (𝜙𝑝 − 𝜙𝑞)𝑥.𝑥

Розвернута схема еквiвалентного генератора в режимi хоостого ходу по-
казана на рис. 3.24,г. У внутнiшнiх гiлках генератора струм

𝐼𝑥.𝑥 =
𝐸2

𝑟3 + 𝑟2 + 𝑟20
=

21

15
= 1,4 А.

Напруга холостого ходу визначається е.р.с. генератора:

𝑈𝑝𝑞 𝑥.𝑥 = 𝑟3𝐼𝑥.𝑥 = 6 · 1,4 = 8,4 в = 𝐸г.

Знайдемо опiр 𝑟г еквiвалентного генератора.

Для пiдрахунку опору генератора перетворимо його схему (рис. 3.24,г),
замiнивши джерело напруги 𝐸2 короткозамкненою дiлянкою (рис. 3.24,д).
Вхiдний опiр останньої схеми це опiр еквiвалентного генератора

𝑟г =
(𝑟2 + 𝑟20)𝑟3
𝑟2 + 𝑟20 + 𝑟3

=
9 · 6

15
= 3,6 Ом.

Повертаючись до схеми рис. 3.24,б, знайдемо шуканий струм за законом
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Ома:
𝐼1 =

𝐸г + 𝐸1

𝑟г + 𝑟10 + 𝑟1
=

8,4 + 18

3,6 + 1 + 2
= 4 А.

3.5.2 Методами еквiвалентного генератора напруги i еквiвалентного генератора
струму знайи струм в гiлцi 𝑟5, якщо𝐸1 = 𝐸2 = 20 в, 𝑟1 = 𝑟2 = 40 Ом, 𝑟3 =
10 Ом, 𝑟4 = 160 Ом, 𝑟5 = 20 Ом. (рис. 3.25,а).

Рис. 3.25

Розв’язання. Розрахунок методом ЕГН. Вiдключимо гiлку з 𝑟5 (рис. 3.25,б)
i знайдемо параметри ЕГН з е.р.с. 𝐸г, тобто напруга 𝑈𝑎𝑏𝑥.𝑥 холостого ходу
мiж точкаи 𝑎 та 𝑏 i 𝑟г - опiр схеми рис. 3.25,в мiж точками 𝑎 та 𝑏 в режимi
хоостого ходу при закорочених е.р.с. 𝐸1 та 𝐸2. Схема еквiвалентного гене-
ратора напруги приведена на рис. 3.25,г. Е.р.с. еквiвалентного генератора
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i його опорiв рiвнi:

𝑈𝑎𝑏𝑥.𝑥 = 𝐸г = −𝐼 ′𝑟3 + 𝐼 ′′𝑟4 = − 𝐸1

𝑟1 + 𝑟3
𝑟3 +

𝐸2

𝑟2 + 𝑟4
𝑟4 = 12 в,

𝑟г =
𝑟1𝑟3
𝑟1 + 𝑟3

+
𝑟2𝑟4
𝑟2 + 𝑟4

= 40 Ом.

Шуканий струм рiвний

𝐼5 =
𝐸г

𝑟г + 𝑟5
=

12

40 + 20
= 0,2 А.

При розрахунках методом ЕГС гiлка 𝑟5 закорочується (рис. 3.25,д). Струм
𝐼к.з, який проходить по закороченiй гiлцi 𝑎𝑏, є струмом еквiвалентного
генератора струму (𝐼к.з = 𝐽). Знайдемо його. Це можна зробити, розра-
хувавши двохвузлову схему (рис. 3.25,д). методом вузлових потенцiалiв.
Прийнявши потенцiал точки 𝑎 та 𝑏 рiвними нулю (𝜙𝑎 = 𝜙𝑏 = 0), знайдемо

𝜙𝑐 =
𝐸1

1
𝑟1

+ 𝐸2
1
𝑟2

1
𝑟1

+ 1
𝑟2

+ 1
𝑟3

+ 1
𝑟4

= 6,4 в.

Для того, щоб визначити струм 𝐼к.з = 𝐽 розрахуємо 𝐼 ′1 та 𝐼 ′′3 i за першим
законом Кiрхгофа знаходимо

𝐼к.з = 𝐽 = 𝐼 ′3 − 𝐼 ′1 =
𝜙𝑐 − 𝜙𝑎

𝑟3
− 𝜙𝑎 − 𝜙𝑐 + 𝐸1

𝑟1
=

6,4

10
− 13,6

40
= 0,3 А.

Опiр еквiвалентного генератора струму 𝑟г рiвний опору еквiвалентного
генератора напруги, але його можна знайти за наступною формулою:

𝑟г =
𝐸г

𝐼к.з
=

12

0,3
= 40 Ом.

Iз схеми еквiвалентного генератора струму (рис. 3.25,е) знаходимо шука-
ний струм:

𝐼5 = 𝐽
𝑟г

𝑟г + 𝑟5
= 0,3

40

40 + 20
= 0,2 А.

Отримали той самий результат, що i з методу ЕРН.
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3.5.3 Методом ЕГН знайти струм 𝐼5 (рис. 3.26,а), який проходить через опiр
𝑟5, якщо 𝐸 = 120 в, 𝑟1 = 60 Ом, 𝑟2 = 15 Ом, 𝑟3 = 90 Ом, 𝑟4 =
60 Ом, 𝑟5 = 12 Ом. Тим же методом знайти струм в опорi 𝑟4.

Рис. 3.26

Розв’язання. Позначимо на схемi (рис. 3.26,а), довiльнi додатнi напрями
шуканого струму 𝐼5. Частина схеми розглянемо у виглядi деякого генера-
тора напруги 𝐸г, 𝑟г. Стрiлку е.р.с. 𝐸г довiльно направимо до точки 𝑐
(рис. 3.26,б). Таким чино, е.р.с. генератора овизначиться напругою холо-
стого ходу:

𝐸г = 𝑈𝑐𝑑𝑥.𝑥 = (𝜙𝑐 − 𝜙𝑑)𝑥.𝑥.
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На розгорнутiй схемi генератора в режимi холостого ходу (рис. 3.26,в)
позначимо струми в гiлках 𝐼0 𝑥.𝑥, 𝐼1 𝑥.𝑥, 𝐼3 𝑥.𝑥.

За законом Ома,

𝐼1 𝑥.𝑥 =
𝐸

𝑟1 + 𝑟2
=

120

75
= 1,6 А;

𝐼3 𝑥.𝑥 =
𝐸

𝑟3 + 𝑟4
=

120

150
= 0,8 А;

(𝜙𝑎 − 𝜙𝑐)𝑥.𝑥 = 𝑈𝑎𝑐 𝑥.𝑥 = 𝑟1𝐼1 𝑥.𝑥 = 60 · 1,6 = 96 в;

(𝜙𝑎 − 𝜙𝑑)𝑥.𝑥 = 𝑈𝑎𝑑 𝑥.𝑥 = 𝑟3𝐼3 𝑥.𝑥 = 90 · 0,8 = 72 в.

Таким чином, е.р.с. еквiвалентного генератора напруги

𝐸г = (𝜙𝑐−𝜙𝑑)𝑥.𝑥 = (𝜙𝑐−𝜙𝑎+𝜙𝑎−𝜙𝑑)𝑥.𝑥 = (𝜙𝑎−𝜙𝑑)𝑥.𝑥−(𝜙𝑎−𝜙𝑐)𝑥.𝑥 = 72−96 = −24 в.

Знайдемо опiр ЕГН двома способами:

1. Шляхом розрахунку за схемою. Для цього в схемi рис. 3.26,в джерело на-
пруги замiнимо короткозамкненою дiлянкою. Пiсля цього схему рис. 3.26,в
зобразимо у виглядi рис. 3.26,г. Опiр генератора 𝑟г рiвний опору кола мiж
точками 𝑐 та 𝑑:

𝑟г =
𝑟1𝑟2
𝑟1 + 𝑟2

+
𝑟3𝑟4
𝑟3 + 𝑟4

=
60 · 15

75
+

90 · 60

150
= 48 Ом.

2. Шляхом розрахунку вiдношення е.р.с. еквiвалентного генератора до
струму короткого замикання. Для цього треба в схемi рис. 3.26,в замкнути
точки 𝑐 та 𝑑 накоротко, розрахувати струм 𝐼к.з, який проходить через ко-
роткозамкнену дiлянку (рис. 3.26,д), i знайти опiр короткого замикання.
Джерело напруги 𝐸 в короткозамкнутiй схемi рис. 3.26,д, навантажимо на
еквiвалентний опiр

𝑟𝑒 =
𝑟1𝑟3
𝑟1 + 𝑟3

+
𝑟2𝑟4
𝑟2 + 𝑟4

=
60 · 90

150
+

15 · 60

75
= 48 Ом.

Струм джерела напруги

𝐼0 к.з =
𝐸

𝑟𝑒
=

120

48
= 2,5 А.
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Струми в гiлках:

𝐼1 к.з = 𝐼0 к.з
𝑟3

𝑟1 + 𝑟3
= 2,5 · 90

150
= 1,5 А;

𝐼2 к.з = 𝐼0 к.з
𝑟4

𝑟4 + 𝑟4
= 2,5 · 60

75
= 2 А.

Звiдки
𝐼к.з = 𝐼1 к.з − 𝐼2 к.з = −0,5 А.

Опiр генератора

𝑟г =
𝐸г

𝐼к.з
=

−24

−0,5
= 48 Ом.

Значення опора генератора, отриманi цими способамми, рiвнi.

Повертаючись до схеми рис. 3.26,б, знаходимо шуканий струм 𝐼5 за зако-
ном Ома:

𝐼5 =
𝐸г

𝑟5 + 𝑟г
= − 24

12 + 48
= −0,4 А.

Таким чином, струм в опорi 𝑟4 тече вiд точки 𝑑 до точки 𝑐 i рiвний 0,4 А.

Розрахунок струму в опорi 𝑟4 методом еквiвалентного генератора напруг
проводиться аналогiчно. Замiняємо частину схеми, пiдключену до точок
𝑑 та 𝑏 гiлкb з опором 𝑟4, еквiвалентним генератором 𝐸 ′

г, 𝑟
′
г (рис. 3.26,е).

Е.р.с. генератора спiвпадає з напругою в режимi холостого ходу:

𝐸 ′
г = 𝑈 ′

𝑑𝑏 𝑥.𝑥.

Для розрахунку цього навантаження розрахуємо спочатку струми 𝐼 ′3 та 𝐼 ′0
в розгорнутiй схемi генератора в режимi холостого ходу (рис. 3.26,ж):

𝐼 ′0 =
𝐸

𝑟2 + 𝑟1(𝑟3+𝑟5)
𝑟1+𝑟3+𝑟5

=
216

95
А ; 𝐼 ′3 = 𝐼 ′0

𝑟1
𝑟1 + 𝑟3 + 𝑟5

=
16

19
А.

Звiдси знаходимо е.р.с. генератора:

𝐸 ′
г = 𝑈 ′

𝑑𝑏 𝑥.𝑥 = 𝑟5𝐼
′
3 + 𝑟2𝐼

′
0 =

840

19
в.
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Для визначення опору генератора розглянемо вiдповiдну пасивну схему (в
схемi генератора напруги замiнений короткозамкненим вiдрiзком), пока-
зано на рис. 3.26,з. Для ясностi ця схема показана у виглядi рис. 3.26,и.

Опiр генератора, рiвний вхiдному опору останньої схеми вiдносно затиска-
чiв 𝑑 та 𝑏,

𝑟′г
𝑟3(𝑟5 + 𝑟1𝑟2

𝑟1+𝑟2
)

𝑟3 + 𝑟5 + 𝑟1𝑟2
𝑟1+𝑟2

=
360

19
Ом.

Нарештi знаходимо шуканий струм 𝐼4 за схемою еквiвалентного генерато-
ра (рис. 3.26,е):

𝐼4 =
𝐸 ′

г

𝑟′г + 𝑟4
=

840
19

360
19 + 60

= 0,56 А.

3.5.4 Знайти струм 𝐼3 в гiлцi з опором 𝑟3 = 12 Ом (рис. 3.27,а). Е.р.с. генера-
торiв напруг 𝐸1 = 120 в, 𝐸2 = 100 в, їх внутрiшнiй опiр 𝑟1 = 6 Ом, 𝑟2 =
4 Ом.

Рис. 3.27

Розв’язання. Задачу розв’язуємо двома способами: 1) методом ЕНС i 2)
методом перетворення.

1. Частину схеми, пiдключену до затискачiв 𝑚 та 𝑛 гiлки з опором 𝑟3 (на
рис. 3.27,а обведена штрихованою лiнiєю), можна розглядати у виглядi
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еквiвалентного генератора струму 𝐽, 𝑟г (на рис. 3.27,б обведено штрихова-
ною лiнiєю). Струм генератора 𝐽 знаходиться за опором короткого зами-
кання (рис. 3.27,в).

На розвернутiй схемi генератора (рис. 3.27,г)

𝐽 =
𝐸1

𝑟1
+
𝐸2

𝑟2
= 45 А,

а внутнiшнiй опiр генератора струму рiвний опору пасивного кола мiж
зажимами 𝑚 та 𝑛 при разiмкненiй гiлцi 𝑟3 (рис. 3.27,д)

𝑟г =
𝑟1𝑟2
𝑟1 + 𝑟2

= 2,4 Ом.

За схемою еквiвалентного генератора струму, представленого на рис. 3.27,б,
знаходимо струм:

𝐼3 = 𝐽
𝑟г

𝑟г + 𝑟3
= 45 · 2,4

2,4 + 12
= 7,5 А.

2. При розв’язаннi методом перетворення замiняємо генератори напруги
схеми рис. 3.27,а, еквiвалентними генераторами струму (рис. 3.27,е). Стру-
ми генераторiв:

𝐽1 =
𝐸1

𝑟1
=

120

6
= 20 А; 𝐽2 =

𝐸2

𝑟2
=

100

4
= 25 А.

Перетворимо отриману схему, замiнивши парапельнi опори 𝑟1 та 𝑟2 на еквi-
валентнi опори

𝑟г =
𝑟1𝑟2
𝑟1 + 𝑟2

=
6 · 4

6 + 4
= 2,4 Ом,

i паралельнi джерела струму 𝐽1 та 𝐽2 —одним еквiвалентним джерелом
струму 𝐽 ; отримаємо схему рис. 3.27,б, до того ж

𝐽 = 𝐼1 + 𝐼2 = 20 + 25 = 45 А.

Струм 𝐽 останньої схеми розходиться по опорам 𝑟г та 𝑟3

𝐼3 = 𝐽
𝑟г

𝑟г + 𝑟3
= 45 · 2,4

2,4 + 12
= 7,5 А.
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3.5.5 Два генератора струму з’єднанi в коло рис. 3.28,а. Струм першого гене-
ратора 𝐽1 = 3 мА, його внутрiшня провiднiсть g1 = 0,05 Сiм, другого
генератора 𝐽2 = 2 мА, g2 = 0,01 Сiм. Опiр 𝑟3 = 5 Ом, 𝑟4 = 30 Ом. Знайти
струм, який проходить через опiр 𝑟4.

Рис. 3.28

Розв’язання. 1. Перетворимо генератори струму в еквiвалентнi гене-
ратори напруги рис. 3.28,б. Е.р.с. i внутрiшнiй опiр генераторiв напруги
знаходимо наступним чином:

𝐸1 =
𝐽1
g1

=
3

0,05
= 60 мв; 𝑟1 =

1

g1
=

1

0,05
= 20 Ом.

𝐸2 =
𝐽2
g2

=
2

0,01
= 200 мв; 𝑟2 =

1

g2
= 100 Ом.

Далi будь-яким способом знаходимо шуканий струм. Виберемо метод ву-
злових потенцiалiв. Позначимо g′1 = 1

𝑟1+𝑟3
, знаходимо:

𝑈𝑎𝑏 =
𝐸1g′1 + 𝐸2g2
g′1 + g2 + g4

=
60 1

20+5 + 200 1
100

1
20+5 + 1

100 + 1
30

= 52,8 мв;

𝐼4 =
𝑈𝑎𝑏

𝑟4
=

52,8

30
= 1,76 мА.

2. Розв’яжемо задачу методом еквiвалентного генератора. Для цього за-
мiнимо все коло, за виключенням гiлки з 𝑟4, еквiвалентним генератором
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струму (рис. 3.28,в). Для знаходження його параметрiв 𝐽𝑒 та g𝑒 спочатку
виключимо гiлку з 𝑟4, а точки 𝑎 та 𝑏 закоротимо (рис. 3.28,г). Знайдемо
струм короткого замикання, який рiвний 𝐽𝑒. Для цього попередньо визна-
чимо струми 𝐼3 та 𝐼2 (рис. 3.28,д):

𝐼3 = 𝐽1

1
g1

1
g1

+ 𝑟3
= 2,4 мА; 𝐼2 = 𝐽2 = 2 мА.

Отже, струм еквiвалентного генератора струму

𝐽𝑒 = 𝐼3 + 𝐼2 = 2,4 + 2 = 4,4 мА.

Знайдемо внутрнiшню провiднiсть еквiвалентного генератора струму g𝑒
мiж точками 𝑎 та 𝑏. Для цього виключимо генератори струму i залишимо
лише їх внутрiшню провiднiсть (рис. 3.28,е):

g𝑒 = g𝑎𝑏 =
1

𝑟𝑒 + 1
g1

+ g2 =
1

5 + 20
+ 0,01 = 0,05 Сiм.

В шуканiй гiлцi (рис. 3.28,в) струм

𝐼4 = 𝐽𝑒

1
g𝑒

1
g𝑒

+ 𝑟4
= 4,4

10

20 + 30
= 1,76 мА.

3.5.6 Знайти струм в гiлцi 𝑟5 з (рис. 3.14). Струм генератора 𝐽 = 50 мА, джерело
напруги 𝐸 = 60 в, опiр 𝑟1 = 5 кОм, 𝑟2 = 4 кОм, 𝑟3 = 16 кОм, 𝑟4 =
2 кОм, 𝑟5 = 8 кОм.

Розв’язання. 1. Для ясностi перемалюємо схему у (рис. 3.29,а). Еквiва-
лентнiсть схем очевидна: до вiдповiдних вузлiв обох схем пiдходять одна-
ковi струми. В тому числi, результуючий струм, пiдводимо до вузла 𝑎,
рiвний нулю. Перетворимо генератор струму 𝐽 останньої схеми в генера-
тори з е.р.с. 𝐸1 та 𝐸3 (рис. 3.29,б):

𝐸1 = 𝐽𝑟1 = 50 · 10−3 · 5 · 103 = 250 в.

𝐸3 = 𝐽𝑟3 = 50 · 10−3 · 16 · 103 = 800 в.
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Рис. 3.29

Додаючи останнi елементи гiлок, приходимо до рис. 3.29,в, для якого:

𝐸6 = 𝐸 − 𝐸1 = 60 − 250 = −190 в,

𝑟6 = 𝑟1 + 𝑟2 = 9 кОм; 𝑟7 = 𝑟3 + 𝑟4 = 18 кОм.
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Перетворимо схему рис. 3.29,г:

𝐽6 =
𝐸6

𝑟6
= −190

9
= −21,1 мА; 𝐽7 =

𝐸7

𝑟7
=

800

18
= 44,4 мА.

Склавши паралельнi елементи, перетворимо схему в рис. 3.29,д:

𝐼𝑒 = 𝐼6 + 𝐼7 = −21,1 + 44,4 = 23,3 мА;

𝑟𝑒 =
𝑟6𝑟7
𝑟6 + 𝑟7

=
9 · 18

9 + 18
= 6 кОм.

В гiлку 𝑟5 пiдходить частина струму 𝐼𝑒, рiвна

𝐼5 = 𝐼𝑒
𝑟𝑒

𝑟𝑒 + 𝑟5
= 23,3 · 6

14
= 10 мА.

2. Метод ЕГН. Знайдемо струм еквiвалентного генератора струму, який
рiвний струму 𝐼к.з при замиканнi накоротко опору 𝑟5 (рис. 3.29,е). Струм
𝐼к.з можна знайти рiзними способами, наприклад методом контурних стру-
мiв:

(𝑟1 + 𝑟2)𝒥 ′ − 𝑟1𝐽 = −𝐸;

(𝑟3 + 𝑟4)𝒥 ′′ − 𝑟3𝐽 = 0.

Пiдставлячи числовi значення i розв’язуючи цi рiвняння, знайдемо:

𝒥 ′ = 21,1 мА; 𝒥 ′′ = 44,4 мА; 𝐼𝑒 = 𝐼к.з = 𝒥 ′′ − 𝒥 ′ = 23,3 мА.

Далi розрахуємо внутрiшню провiднiсть g𝑒 генератора струму. Вона рiв-
на провiдностi пасивного кола мiж затискачами 𝑎 та 𝑏 при розiмкненiй
гiлцi з 𝑟5 (рис. 3.29,ж); гiлка, в якiй генератор струму, показара розiмкне-
ною, оскiльки внутрiшнiй опiр iдеального генератора струму нескiнченно
великий:

g𝑒 =
1

𝑟1 + 𝑟2
+

1

𝑟3 + 𝑟4
=

1

6 · 103
Сiм; 𝑟𝑒 =

1

g𝑒
= 6 · 103 Ом.

На рис. 3.29,д наведено схему еквiвалентного генератора струму вiдносно
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затискачiв 𝑎 та 𝑏. З неї знаходимо шуканий струм:

𝐼5 = 𝐼𝑒
𝑟𝑒

𝑟5 + 𝑟𝑒
= 23,3 · 10−3 6 · 103

14 · 103
= 10 · 10−3

=
10 мА.

3. Перетворимо трикутник опорiв 𝑟3𝑟4𝑟5 в еквiвалентку зiрку (рис. 3.29,з).
Її опiр рiвний:

𝑟𝑎 =
𝑟3𝑟5

𝑟3 + 𝑟4 + 𝑟5
=

64

13
кОм; 𝑟𝑏 =

8

13
кОм; 𝑟𝑑 =

16

13
кОм.

Отримана схема має всього два вузла 0 та 𝑐. Прийнявши потенцiал вузло-
вої точки 0 рiвним нулю (𝜙0 = 0), розрахуємо потенцiал точки 𝑐:

𝜙𝑐 =
𝐸 1

𝑟2+𝑟𝑏
+ 𝐽

1
𝑟1+𝑟𝑎

+ 1
𝑟2+𝑟𝑏

= 198 в.

Звертаємо увагу на т, що в знаменнику останього виразу вiднутнiй до-
данок, враховуючи опiр 𝑟𝑑, це пов’язано з тим, що опiр джерела струму
нескiнченно великий i додаючи до нього кiнцевий опiр 𝑟𝑑 не змiнить не-
скiнченно великий опiр гiлки джерела струму.

За законом Ома знайдемо струми:

𝐼 ′ =
𝜙𝑐 − 𝜙0

𝑟1 + 𝑟𝑎
= 20 мА, 𝐼 ′′ =

𝜙𝑐 − 𝜙0 − 𝐸

𝑟2 + 𝑟𝑏
= 30 мА.

i напруга мiж точками 𝑎 та 𝑏:

𝑈𝑎𝑏 = 𝐼 ′𝑟𝑎 − 𝐼 ′′𝑟𝑏 = 80 в.

Нарештi знаходимо шуканий струм

𝐼5 =
𝑈𝑎𝑏

𝑟5
= 10 мА.

3.5.7 Три генератора напруг, е.р.с. яких 𝐸1 = 48 в, 𝐸2 = 45 в, 𝐸3 = 45 в,
а внутрiшнiй опiр 𝑟1 = 1,2 Ом, 𝑟2 = 1 Ом, 𝑟3 = 1,5 Ом, працюють
паралельно на загальне навантаження, опiр якого 𝑟 = 4,2 Ом (рис. 3.30).
Зробити замiну заданих генераторiм напруг одним еквiвалентним, знайти
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його е.р.с. i внутрiшнiй опiр. Чому рiвнi струми, якi протiкають через
кожен генератор i навантаження?

Рис. 3.30

Розв’язання. Значення е.р.с. i внутрiшнього опору еквiвалентного гене-
ратора напруг може бути визначена як:

𝐸𝑒 = 𝑈𝑎𝑏 =
𝐸1

1
𝑟1

+ 𝐸2
1
𝑟2

+ 𝐸3
1
𝑟3

1
𝑟1

+ 1
𝑟2

+ 1
𝑟3

=
115

2,5
= 46 в;

1

𝑟𝑒
=

1

𝑟1
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
= 2,5 Сiм; 𝑟𝑒 = 0,4 Ом.

Струм в навантаженi

𝐼 =
𝐸𝑒

𝑟 + 𝑟𝑒
=

46

4,2 + 0,4
= 10 А.

Напруга на навантаженi

𝑈𝑎𝑏 = 𝐼𝑟 = 10 · 4,2 = 42 в.

Така ж напруга на кожнiй з паралельних гiлок. Струм в кожнiй з гiлок
знайдемо за формулами:

𝐼1 =
𝐸1 − 𝑈𝑎𝑏

𝑟1
= 5 А; 𝐼2 =

𝐸2 − 𝑈𝑎𝑏

𝑟2
= 3 А; 𝐼3 =

𝐸3 − 𝑈𝑎𝑏

𝑟3
= 2 А.

Перевiрка показує, що струм в навантаженi 𝐼 рiвний сумi струмiв 𝐼1, 𝐼2 та
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𝐼3.

3.5.1 В схемi (рис. 3.31,а). вiдомо: 𝐸 = 100 в, 𝐸2 = 45 в, 𝑟1 = 10 Ом, 𝑟2 =
40 Ом, 𝑟3 = 12 Ом. При якому значеннi навантажувального опору 𝑟н в
ньому видiлиться максимальна потужнiсть i чому вона буде рiвна?
Знайти вiдношення потужностi, яка використовується 𝑟н до тої яка над-
ходить з джерела. Розрахувати коефiцiєнт передачi, тобто, вiдношення
напруги на 𝑟н до е.р.с. 𝐸.

Рис. 3.31

Розв’язання. 1. Розрахувати струм 𝐼н, який проходить через опiр 𝑟н, ф
потужнiсть яка в ньому використовується 𝑃н:

𝐼н = 𝐼1
𝑟2

𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟н
=

𝐸

𝑟1 + 𝑟2(𝑟3+𝑟н)
𝑟2+𝑟3+𝑟н

· 𝑟2
𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟н

=

=
𝐸𝑟2

𝑟1(𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4) + 𝑟2(𝑟3 + 𝑟н)
; (3.8)

𝑃н = 𝐼2н𝑟н =
𝐸2𝑟22𝑟н

[𝑟1(𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟н) + 𝑟2(𝑟3 + 𝑟н)]2
. (3.9)

Для розрахунку матсимальної потужностi, яка видiляється з навантаже-
ння, вiзьмемо похiдну вiд 𝑃н по 𝑟н i прирiвняємо її до нуля. В результатi
отримаємо

𝑟н =
𝑟1𝑟2 + 𝑟1𝑟3 + 𝑟2𝑟3

𝑟1 + 𝑟2
=

10 · 40 + 10 · 12 + 40 · 12

50
= 20 Ом.

Пiдставляючи знайдене значення 𝑟н у (3.9), отримаємо чукану величину
максимальної потужностi:

𝑃н max =
1002 · 402 · 20

(10 · 72 + 40 · 322)2
= 80 Вт.
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Розрахувати потужнiсть 𝑃 , яка надходить з джерела е.р.с.:

𝑃 = 𝐸𝐼1 =
𝐸

𝑟1 + 𝑟2(𝑟3+𝑟н)
𝑟2+𝑟3+𝑟н

= 360 Вт.

Шукане вiдношення потужностей

𝜂 =
𝑃н max

𝑃
=

80

30
= 0,222.

Напруга на навантажувальному опорi

𝑈н = 𝐼н𝑟н = 2 · 20 = 40 в.

Коефiцiєнт передачi

𝐾 =
𝑈н

𝐸
=

40

100
= 0,4.

2. Частина схеми лiвiше затискачiв 𝑎𝑏 замiнимо еквiвалентним генерато-
ром напруг з е.р.с. 𝐸г i опiр 𝑟г (рис. 3.31,б). Знайдемо 𝐸г та 𝑟г. Для розра-
хунку 𝐸г вiдключемо гiлку 𝑟г (рис. 3.31,в) i знайдемо напругу 𝑈𝑎𝑏 𝑥.𝑥 мiж
точками 𝑎 та 𝑏 в режимi холостого ходу, яка чисельно рiвна 𝐸г:

𝑈𝑎𝑏 𝑥.𝑥 = 𝐸г = 𝐼 ′𝑟2 =
𝐸𝑟2
𝑟1 + 𝑟2

=
100 · 40

50
= 80 в.

Опiр 𝑟г рiвнiй опору кола мiж затискачами 𝑎 та 𝑏 при закореченому дже-
релi е.р.с. 𝐸 (рис. 3.31,г):

𝑟г = 𝑟3 +
𝑟1𝑟2
𝑟1 + 𝑟2

= 12 +
10 · 40

50
= 20 Ом.

Як вiдомо, в схемi, еквiвалентнiй заданiй (рис. 3.31,б), максимально поту-
жнiсть видiлиться, якщо опiр навантаження 𝑟н буде рiвний внутрiшньому
опору генератора, тобто при 𝑟н = 𝑟г = 20 Ом. Отже, отримано те ж
значення, яке було знайдене. Максимальна потужнiсть

𝑃н max = 𝐼2н𝑟н = (
𝐸г

𝑟г + 𝑟н
)2𝑟н = (

80

40
)220 = 80 Вт.
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4 Задачi для самостiйного розв’язку

4.1 Розрахунок еквiвалентних опорiв

4.1.1 Знайти опiр кожної гiлки з кола ( рис. 4.1, а-г) мiж затискачами 1−1′ при
холостому ходi ( точки 2 та 2′ розiмкненi) та при короткому зимиканнi
(точки 2 та 2′ закорочено). Опори в омах дано на схемi

Рис. 4.1

4.2 Закони Ома i Кiрхгофа. Баланс потужностей

4.2.1 Знайти покази вольтметра ( рис. 4.2), опiр якого досить великий в порiв-
няннi з 𝑟1 та 𝑟2.

4.2.2 Для схеми рис. 4.3 побудувати потенцiйнi графiки 0𝑎𝑏𝑐𝑑𝑓𝑔ℎ𝑘𝑙 при розi-
мкненому та замкненому ключi.
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Рис. 4.2

Рис. 4.3

4.2.3 Для кола рис. 4.4,а та б знайти вiдношення напруг на виходi 𝑈2 (вихiднi
затискачi кола розiмкненi ) до напруги на входi кола 𝑈1. Опiр окремих
гiлок кола в омах вказанi на схемi.
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Рис. 4.4

4.2.4 В колi рис. 4.5 знайти 𝐸1 та 𝑟𝑥, якщо 𝐸2 = 3 в, 𝑟1 = 𝑟2 = 1 кОм, 𝑟3 =
4 кОм, 𝑟4 = 2 кОм, 𝑟5 = 1 кОм. Амперметр 𝐴1 показує 4 мА, а 𝐴4− 3 мА;
полярнiсть приладiв вказанi на схемi, а їх опорами можна знехтувати.

Рис. 4.5
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4.2.5 В схеми рис. 4.6 знайти всi струми.

Рис. 4.6

4.2.6 Для кола, зображеного на рис. 4.7 розрахувати струми та знайти пока-
зання вольтметра, якщо 𝐸1 = 40 в, 𝐸2 = 5 в, 𝐸3 = 25 в, 𝑟1 = 5 Ом,
𝑟2 = 𝑟3 = 10 Ом. Струмом, який тече через вольтметро можна знехтува-
ти.

Рис. 4.7



≺ 88 Задачi для самостiйного розв’язку

4.2.7 Для схеми рис. 4.8 знайти струми й перевiрити баланс потужностей, якщо
𝑈𝑎𝑏 = 12 в, 𝑈𝑐𝑑 = 5,6 в, 𝑟1 = 4 Ом, 𝑟2 = 5 Ом, 𝑟3 = 3 Ом.

Рис. 4.8

4.2.8 В колi рис. 4.9 знайти струми й перевiрити баланс потужностей.

Рис. 4.9

4.2.9 Джерело струму 𝐽 = 30 мА ( рис. 4.10). Чому рiвнi струмки в гiлках, опiр
яких 𝑟1 = 1,8 кОм, 𝑟2 = 3 кОм, 𝑟3 = 1,5 кОм, 𝑟4 = 2 кОм? Знайти
напругу на джерелi струму.
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Рис. 4.10

4.2.10 Два джерела струму 𝐽1 = 100 мА та 𝐽2 = 50 мА ( рис. 4.11) включенi в
схему, з опорами 𝑟1 = 20 Ом, 𝑟2 = 50 Ом, 𝑟3 = 30 Ом.

Знайти всi струми й перевiрити баланс потужностей.

Рис. 4.11

4.3 Методи контурних струмiв i вузлових потенцiалiв

4.3.1 Знайти всi струми й визначити потенцiал точок 𝑎, 𝑏, 𝑐 вiдносно землi 0
(рис. 4.12). Задачу розв’язати методом контурних струмiв. Дано: 𝐸1 =
85 в, 𝐸2 = 84 в, 𝐸3 = 5 в, 𝐸4 = 12 в, 𝑟1 = 8 Ом, 𝑟2 = 𝑟3 = 𝑟4 = 𝑟5 = 10 Ом,
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𝑟6 = 4 Ом.

Рис. 4.12

4.3.2 Для схеми рис. 4.13 знайти струми. Дано струми та внутрiшня провiднiсть
генераторiв струму 𝐽1 = 50 мА, g1 = 10−4 Сiм, 𝐽2 = 60 мА, g2 = 0,5 ·
10−3 Сiм, е.р.с. генератора напруги 𝐸3 = 270 в; опори 𝑟3 = 1 кОм, 𝑟4 =
2 кОм, 𝑟5 = 7,5 кОм, 𝑟6 = 3 кОм,

Рис. 4.13

4.3.3 Методом вузлових потенцiалiв розрахувати струми в колi (рис. 4.14)
4.3.4 Два джерела струму 𝐽1 = 100 мА та 𝐽2 = 50 мА ( рис. 4.11) включенi в

схему, з опорами 𝑟1 = 20 Ом, 𝑟2 = 50 Ом, 𝑟3 = 30 Ом. Знайти всi струми
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Рис. 4.14

й перевiрити баланс потужностей. Розв’язати задачу методом вузлових
потенцiалiв.

4.3.5 Знайти струми в колi рис. 4.15. Дано 𝐽1 = 10 мА, g1 = 1 · 10−3 Сiм,
𝐽2 = 45 мА, g2 = 2,5 · 10−3 Сiм, 𝐸3 = 40 в, 𝑟3 = 250 Ом, 𝐸4 = 55 в,
𝑟4 = 300 Ом, 𝑟5 = 500 Ом, 𝑟6 = 200 Ом. Розв’язати задачу методом
контурних струмiв та вузлових потенцiалiв.

Рис. 4.15
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4.4 Метод накладання. Перетворення трикутника в зiрку
i навпаки

4.4.1 Знайти струми в гiлках кола рис. 4.16. Розв’язати задачу методом накла-
дання, контурних струмiв та вузлових потенцiалiв.

Рис. 4.16

4.4.2 В схемi рис. 4.17 знайти струми, застосувавши перетворення трикутника
в зiрку. Знайти еквiвалентний опiр мiж точками 𝑎 та 𝑏.

Рис. 4.17

4.4.3 Знайти струми, якi проходять в усiх гiлках схеми рис. 4.18, якщо 𝐸 =
213 в, 𝐸1 = 90 в, 𝑟1 = 6 Ом, 𝑟2 = 40 Ом, 𝑟3 = 10 Ом, 𝑟4 = 100 Ом,
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𝑟5 = 60 Ом. Задачу розв’язати перетворенням трикутника в еквiвалентну
зiрку. Знайти вхiдний опiр вiдносно гiлки 𝑟1.

Рис. 4.18

4.5 Метод еквiвалентного генератора

4.5.1 Вважаючи затискачi 𝑎 та 𝑏 вхiдними клемами схеми (рис. 4.19,а-д), знайти
параметри 𝐸г та 𝑟г вiдповiдних генераторiв (рис. 4.19,е).

Рис. 4.19

4.5.2 Для експериментального дослiдження двополюсника зiбрана схема рис. 4.20.
Треба знайти е.р.с. i опiр генератора, еквiвалентно дослiджених двополю-
сникiв, по данним двох дослiдiв (для кожного двополюсника): 1) 𝑈1 = 20 в,
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𝐼1 = 2 А, 𝑈2 = 30 в, 𝐼2 = 3 А; 2) 𝑈1 = 20 в, 𝐼1 = 12 А, 𝑈2 = 30 в, 𝐼2 = 14 А;
3) 𝑈1 = 20 в, 𝐼1 = 3 А, 𝑈2 = 30 в, 𝐼2 = 5 А.

Рис. 4.20

4.5.3 Коло рис. 4.21 в якому наявнi два генератора струму (𝐽1 = 30 мА, g1 =
1 · 10−3 Сiм, 𝐽2 = 20 мА, g2 = 1,5 · 10−3 Сiм) та генератор напруги (
𝐸3 = 45 в, 𝑟3 = 100 Ом ), включено на навантажувальний опiр 𝑟н = 20 Ом.
Знайти струм 𝐼н.

Рис. 4.21

4.5.4 Скориставшись принципом взаємностi, знайти показання амперметрiв 𝐴4

та 𝐴5 рис. 4.22. Дано: 𝐸 = 30 в, 𝑟1 = 6 кОм, 𝑟2 = 4 кОм, 𝑟3 = 8 кОм,
𝑟4 = 𝑟5 = 2 кОм.

4.5.5 В схемi рис. 4.23 найпростiшим способом знайти струми. Дано: 𝐸1 = 100 в,
𝐸2 = 80 в, 𝐸3 = 40 в, 𝑟1 = 𝑟2 = 10 Ом, 𝑟3 = 20 Ом, 𝑟4 = 15 Ом.

4.5.1 До затискачiв 1 − 1′ кола рис. 4.24, а та б пiдведемо напругу 𝑈1 = 72 в.
За якої величини опору 𝑟2, пiд’єднаному до затискачiв 2 − 2′, в ньому ви-
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Рис. 4.22

Рис. 4.23

дiлиться максимальна потужнiсть i чому вона рiвна? Знайти вiдношення
потужностей, яка використовується в опорi 𝑟2 до тої, яка надається дже-
релом. Знайти коефiцiєнт передачi, тобто вiдношення напруги на 𝑟2 до
пiдведеної.
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Рис. 4.24
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