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Як і у випадку розрідженого середовища (газу або пари), для металів з вільними 

електронами, які перебувають у хаотичному тепловому русі, справедлива формула 

для діелектричної проникності  
22

2 2 2 2
0 0

4 /
( ) 1 1

2 2

рNe m

i i


     

        
, 

яка із врахуванням того, що 0 0  , набуває вигляду 

 

2

( ) 1
2

р

i


   

  
,          (12.7) 

де 
24

p
Ne

m


   – плазмова частота (див. запитання 11.2.4). 

12.2.3. Проаналізуйте частотну залежність (12.7) діелектричної проникності 

для металів. 

Аналіз формули (12.7) 
 

2
2( ) ( ) 1

2

р
n

i


     

  
 показує, що: 

 за низьких частотах, коли    (для міді це відповідає ЕМХ з довжинами 

1мм  ) формула (12.7) приводить до комплексного показника заломлення з одна-

ковими дійсною та уявною частинами 1n   . Такі хвилі проникають углиб ме-

талу на відстань 0ed  , де 0  – довжина хвилі у вакуумі; ed  – товщина скін-

шару. Коефіцієнт відбиття R  для цього випадку близький до одиниці; 

 для високих частот, коли   , у формулі (12.7) можна знехтувати уявним 

доданком 2i , який малий порівняно з  , і діелектрична проникність набуває ви-

гляду  
2

2
( ) 1

р
   


.           (12.8) 

Для проміжних частот     треба користуватись формулою (12.7), яка містить 

для показника заломлення відмінні від нуля дійсну та уявну частини, що залежать 

від частоти. Зокрема, показник поглинання   випромінювання при його поширенні 

в металі істотно залежить від  . Дійсно, дуже тонкий шар металу прозорий для 

видимого світла, але значно поглинає ІЧ випромінювання. 

12.2.4. Які висновки для практики можна зробити, аналізуючи формулу 
2

2
( ) 1

р
   


, яка використовується для середовищ з провідністю для високих ча-

стот, коли   ? 
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Із формули 

2

2
( ) 1

р
   


 видно, що плазмова частота р  відіграє роль своєрід-

ної критичної частоти. За р   діелектрична проникність ( )   від'ємна, а показ-

ник заломлення ( )n   уявний. За суто уявного показника заломлення ( )n   коефіці-

єнт відбиття 1R  . Тобто хвилі з частотами р   (але   ), не можуть поши-

рюватись у металі, а повністю відбиваються від поверхні метала. Чим нижче часто-

та (чим більша  ) за р  , тим краще відбиття світла. Ось чому майже всі мета-

ли за великих значень   (напр., для 10 мкм  ) мають 1R  . За р   показник 

заломлення ( )n   дійсний, метал прозорий для випромінювання. Зазвичай плазмова 

частота р  у металів потрапляє в область рентгенівських променів, для деяких ме-

талів р  починається з УФ діапазону.  

12.2.5. Покажіть, що за допомогою класичної електронної моделі взаємодії світла 

з речовиною при нехтуванні загасань електронних коливань при нормальному па-

дінні світла на межу повітря–метал коефіцієнт відбиття 1R  . (Чому всі мета-

ли, починаючи з деякої довжини хвилі, добре відбивають світло?). 

При нехтуванні загасань електронних коливань ( 0  ) або для випадку    

діелектрична проникність речовини змінюється при зміні частоти випромінювання 

за законом 

2
2

2
( ) ( ) 1

p
n


     


, де p  – плазмова частота, 

2
2 4
p

e

Ne

m


  . За 

22 310 смN   величина p  відповідає довжині хвилі 0,3 мкмp  . Для видимого 

діапазону світла p   величина ( )   виявляється від'ємною ( 0  ), а комплекс-

ний показник заломлення *n  тоді є суто уявним: Re 0n      *n i  . 

Для металів коефіцієнт відбиття R  при його нормальному падінні на поверхню 

металу визначається за формулою (12.5): 
 

 

2 2

2 2

1

1

n
R

n

  

  

 (див. приклад 12.3). Для 

розглянутого випадку 1R  . Усі метали, починаючи з деякої довжини хвилі, добре 

відбивають світло, їх добре відполіровані поверхні мають "металевий блиск". Для 

великих довжин хвиль ( ~ 10 мкм ) майже всі метали мають 1R  . 

12.2.6. Чим пояснити, що кожен із металів має свій колір: золото – жовтий, 

алюміній – білий і т. д.?  
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Для деяких металів (напр., для золота) плазмова частота p  лежить у видимому 

діапазоні. Оскільки для p   у показнику заломлення з'являється дійсна частина, 

то величина коефіцієнта відбиття R  помітно спадає. При цьому поверхня металу 

виглядає не білою, як було за p  , а набуває кольору, який визначається вели-

чиною p . Наприклад, золото має 0,6 мкмp  , тому воно слабо відбиває синьо-

зелене світло і добре жовто-червоне. 

Для алюмінію величина p  лежить у УФ діапазоні. Тому алюміній добре відби-

ває видиме світло в усьому діапазоні, і його поверхня виглядає білою. 

12.2.7. Оцініть глибину проникнення світла в середовище з провідністю (напр., 

для міді). 

Якщо в законі Бугера–Ламберта показник експоненти покласти рівним одиниці 

2
1ed

c


 , то ed  дорівнюватиме глибині проникнення світла в середовище з про-

відністю, на якій інтенсивність світла зменшується в 2,7e   раза. (Величину 

2 4 4
e

c c n
d

 
  
  

 називають товщиною скін-шару). 

Розрахована для міді величина ed  добре збігається з експериментальними ре-

зультатами: 
 

  0,1 мкм (УФ) 10 мкм (ІЧ) 10 см (НВЧ) 

ed  
o

6,2A  
o

62A  
o

6200A  

 

12.2.8. Розрахуйте, у скільки разів послаблюється інтенсивність світла на гли-

бині металу, що дорівнює довжині хвилі світла. При цьому врахуйте, що для біль-

шості металів 1,5 5   . 

Згідно із законом Бугера–Ламберта при проходженні світла шару металу товщи-

ною d    інтенсивність світла послаблюється в 4e   разів.  Розрахунок величини 

 0 exp 4
I

I
   для значення 1,5   дає величину 80 1,5 10

I

I
  , а для 5   величи-

на 280 3,7 10
I

I
  . 
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12.2.9. Чому твердження, що швидкість поширення світла 
c

 


, для середо-

вищ з провідністю не справедливе? 

Правильним для всіх середовищ (діелектриків, напівпровідників, металів) є тве-

рдження, що 
c

n
  . Проте для середовищ з провідністю n   , а дорівнює 

2n     . При цьому треба враховувати, що величина  , як видно зі співвід-

ношення (12.3), залежить від , ,   . 

12.2.10. Порівняйте типову залежність коефіцієнта відбиття від кута падіння 

для металу з такою самою залежністю для діелектрика. 

Залежності коефіцієнта відбиття від кута падіння для металів (рис. 12.1) і для діе-

лектриків (рис. 5.3) схожі. 

 
 

Рис. 12.1. До запитання 12.2.10 

Відмінність полягає в тому,  що: 

1) при нормальному падінні світла на поверхню зразка значення R  для металів 

помітно більші за значення R  для діелектриків: ~ 50 %  і ~ 4 % , відповідно;  

2) значення pR  для металів, на відміну від випадку для діелектриків при куті 

Брюстера, не досягає нуля в мінімумі; 

3) при відбитті світла від поверхні металу між p - та s -компонентами виникає 

різниця фаз. Лінійно поляризоване світло при відбитті від металу стає еліптично 

поляризованим. 

12.2.11. Запишіть вирази, які визначають коефіцієнти відбиття за інтенсивні-

стю відб

пад

I
R

I

 
  

 
 для металів і діелектриків при нормальному падінні світла.  
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Для діелектриків 
2

1

1

n
R

n

 
  

 
. Для металів 

 

 

2 2

2 2

1

1

n
R

n

  

  

. 

12.2.5. На яких фізичних принципах базується еліпсометрія? 

За допомогою методів еліпсометрії можна виміряти коефіцієнт відбиття R  і па-

раметри еліптично поляризованого світла (зсув фаз p s      між p - та s -

компонентами, відношення великої і малої осей еліпса /a b , азимут – нахил великої 

осі еліпса до площини падіння). Використовуючи залежність цих величин від дійсної 

та уявної частин ( n  і  ) показника заломлення речовини, розраховують значення n  і 

  за відомими формулами з двох експериментально виміряних величин. 

Основні формули для розрахунків n  і   (їх доведення див. у прикладі 12.3) 

такі: 

 

 

2 2

2 2

1

1

n
R

n

  

  

   та   
2 21

2

a n

b

  



. 

12.2.13. Чи можна користуватись наведеними в довідниках загального викорис-

тання значеннями діелектричної проникності   та питомої провідності   для 

розрахунків n  і  ? 

Ні, не можна. Це пов'язано з тим, що значення   та  , наведені в довідниках 

належать до статичних або квазістатичних (низькочастотних) полів. 

12.2.14. У таблиці наведено виміряні методами еліпсометрії для певної довжини 

хвилі величини дійсної n  та уявної   частин показника заломлення різних металів: 

 

Метал   n  

залізо 1,63 1,51 

мідь 4,26 2,06 

золото 2,82 0,37 

срібло 3,64 0,18 

натрій 2,61 0,005 

 

Зробіть фізичні висновки, які випливають із цих даних. 

Можна зробити такі висновки: 

 для деяких металів (золото, срібло, натрій) величина 1n  . На таку можли-

вість вказувалось при розгляді теми "Дисперсія світла" (розд. 11); 
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 теорія (див. (12.3)) вимагає, щоб добуток дорівнював 
4

n


 


. Якщо пере-

вірити це співвідношення за результатами із таблиці, то побачимо значне розхо-

дження. Однією із причин, яка пояснює це, є те, що при падінні світла видимого 

діапазону на метал помітну роль у поглинанні світла відіграють не тільки вільні 

електрони, але й зв'язані електрони. Водночас співвідношення (12.3) добре викону-

ється в далекій ІЧ області. 

12.2.5. У якому випадку площини рівних фаз і площини рівних амплітуд взаємно 

перпендикулярні? 

У поглинальному середовищі хвильовий вектор k


 – комплексна величина, 

k k ik  
  

. 

Врахуємо, що 
2 2

2 2 2
2 2

( ) 2k i k k i k k
c c

 
             

 
. Тоді, як видно з остан-

ньої формули, можна записати 
2

2 2
2

k k
c


     , 

2

2
2k k

c


   
 

. Вектор k 


 вказує на 

напрямок поширення хвиль рівних фаз, k


 – показує напрямок, у якому зменшу-

ється амплітуда хвилі. У загальному випадку площини рівних фаз і рівних амплітуд 

не перпендикулярні одна одній. Якщо ж 0  , то із  2 0k k  
 

 випливає, що 

k k  . Це свідчить про те, що в середовищі, де немає поглинання, площина рівних 

фаз перпендикулярна до площини рівних амплітуд. 

 

12.3. Приклади розв'язування задач 

 

Приклад 12.1.  Визначте коефіцієнт відбиття від алюмінієвого дзеркала при 

нормальному падінні світла на нього для довжини хвилі 620нм  . Показник залом-

лення для цієї довжини хвилі для алюмінію 1,304n  , а показник поглинання 

7,48  . Порівняйте одержаний коефіцієнт відбиття з коефіцієнтом відбиття 

для скляної пластинки 1,5n  . 

Розв'язання.  Коефіцієнт відбиття світла від скла при нормальному падінні 

дорівнює 

2
1 1,5 1

0,04 4%
1 1,5 1

n
R R

n

   
       

    
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Для алюмінієвого дзеркала коефіцієнт відбиття світла при нормальному падінні 

дорівнює 

 

 

   

   

2 2 22

Al 2 2 22

1 1,304 1 7,48
0,97 97%

1 1,304 1 7,48

n
R R

n

    
    
    

 

Приклад 12.2.  Знайдіть плазмову частоту для алюмінію, вважаючи, що дис-

персія в інфрачервоній ділянці спектра для алюмінію описується лише вільними 

електронами. Для довжини хвилі 2,5 мкм   показник заломлення буде 3,1n  , а 

показник поглинання 25,6  . 

Розв'язання.  Спочатку запишемо дисперсійні рівняння (11.3) і (11.4) для роз-

рідженого газу: 

 

2 22
2 2 0

22 2 2 2
0

4
1

4

Ne
n

m

 
    

    
,  

 

2

2
2 2 2 2
0

4

4

Ne
n

m

 
  

    
. 

Для вільних електронів у металі 0 0  , а *m m  (ефективна маса). Тоді ці рівнян-

ня набудуть вигляду 
2

2 2
* 2 2

4 1
1

4

Ne
n

m


    

  


2
2 2

* 2 2

4 1
1

4

Ne
n

m


     

  
,  (12.9) 

2

* 2 2

4

4

Ne
n

m

 
  

  
.         (12.10) 

 

Плазмову частоту p  можна розрахувати за формулою 
2

*

4
p

Ne

m


  , але нам 

не відомі значення деяких величин  *,N m . Тому скористаємось рівняннями (12.9) 

та (12.10), переписавши їх у вигляді 

2 2
2 2

1
4

p
n


  

  
,         (12.11) 

2 24

p
n

 
 

  
.          (12.12) 

Із (12.11) та (12.12) маємо  2 21n n         
2 21

n

n


 

  
. 
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Розрахуємо коефіцієнт  , що характеризує згасання, урахувавши, що 
2 с

 


: 

4
133,1 25,6 2 3,14 10

9,2 10
1 9,4 654,3

   
   

 
  

Використавши формулу (12.11) або (12.12), одержимо, що 162 10p    Гц. 

Приклад 12.3.  Знайдіть, чому дорівнює коефіцієнт відбиття світла при нор-

мальному падінні на метал? Чому дорівнює різниця фаз між падаючою на метал і 

відбитою хвилями у випадку нормального падіння? 

Розв'язання. Згідно із формулами Френеля відношення напруженостей відби-

тої та падаючої світлової хвилі при нормальному падінні світла на межу повітря–

діелектрик для обох її складових дорівнює 

1

1

r rr E EE n

E E E n





   







, 

де E  та rE  – амплітуди падаючої та відбитої хвиль, відповідно; E  та gtE , rE  та 

r
gtE  – амплітуди складових відносно площини падіння падаючої та відбитої хвиль, 

відповідно. 

Для металів показник заломлення є комплексною величиною, а саме: *n n i   . 

Тоді  

( 1)

1

r
iE n i

e
E n i

  
   

  
,        (12.13) 

де   – різниця фаз між падаючою та відбитою хвилями. Величина амплітудного 

коефіцієнта відбиття    визначатиме коефіцієнт відбиття R  за інтенсивністю на 

межі метал–повітря: 

*
2 2

2
2 2

( 1)

( 1)

r rE E n
R

E E n

      
                

, 

де 

*
rE

E

 
  
 

 – величина, спряжена до 
rE

E

 
  
 

. Перетворимо вираз (12.13) у вираз, який 

має вигляд комплексного числа a ib : 
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   2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

( 1) 1 1 1 2

( 1) ( 1) ( 1)

1 2
.

( 1) ( 1)

r n i n iE n n in

E n n n

n n
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        

   
 
     

 

Скористаємось тим, що 

tg
b

a
  

2 2

2
tg
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n

n


 

  
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Таким чином, 
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2
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
 

  
. 
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13. РОЗСІЯННЯ СВІТЛА 
 

13.1. Короткі теоретичні відомості 
 

 Розсіянням світла називається процес взаємодії світла з речовиною, у результаті 
якої відбувається зміна напрямку його поширення і виникає невласне світіння ре-

човини. Розсіяння світла відбувається при його поширенні в оптично неоднорідних 

середовищах. Розсіяння світла може відбуватись як без зміни   (релеївське, моле-

кулярне розсіяння), так і зі зміною   (розсіяння Мандельштама–Бріллюена, комбі-

наційне розсіяння). 

Розсіяння світла безпосередньо пов'язане із взаємодією світлової хвилі з елект-

ронами середовища, виникненням вторинних хвиль, які когерентні між собою та 

дифракцією світла на неоднорідностях. Інтенсивність розсіяного світла значною 

мірою залежить від співвідношення між характерним розміром неоднорідностей d  

і довжиною хвилі  . 

 Релеївське розсіяння. Якщо  0,1d d   , то розсіяння світла належить до 

релеївського типу розсіяння, основною рисою якого є залежність 

розс 4

1
I


 .           (13.1) 

Інтенсивність розсіяного світла у разі, коли падаюче світло – природне (неполя-

ризоване), визначається формулою 

 

 2
розс 1 cosI I   ,        (13.2) 

де   – кут між напрямом спостереження розсіяного світла та напрямком поширен-

ня прямого пучка світла; I  – інтенсивність світла, розсіяного під кутом / 2   . 

Для випадку / 2    розсіяне світло повністю або майже повністю лінійно поляри-

зоване з площиною поляризації (площиною коливань вектора E


), перпендикуляр-
ною до напрямку поширення прямого світлового пучка. 

 Молекулярне розсіяння світла відбувається в середовищах, у яких відсутні 
сторонні частинки, у цьому разі оптичні неоднорідності в речовині виникають уна-

слідок флуктуацій, які обумовлені тепловим рухом молекул, що призводить до не-

рівномірного просторового їх розподілу в речовині.  
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Молекулярне розсіяння світла може виникати не тільки завдяки флуктуації гус-

тини речовини. Наприклад, у розчинах причиною розсіяння можуть бути флуктуа-

ції концентрації розчиненої речовини. Окрім того, оптичні неоднорідності можуть 

виникати внаслідок флуктуацій орієнтації анізотропних молекул у речовині. 

А. Ейнштейн у 1910 р., виходячи з ідеї флуктуації густини середовища, створив 

кількісну термодинамічну теорію молекулярного розсіяння в рідинах і реальних 

газах. Він одержав формулу для інтенсивності розсіяного світла, окремим випадком 

якої є формула Релея.  

Молекулярне розсіяння світла може виникати не тільки завдяки флуктуації гус-

тини речовини. Наприклад, у розчинах причиною розсіяння можуть бути флуктуа-

ції концентрації розчиненої речовини. 

 Розсіяння світла Мандельштама–Бріллюена виникає внаслідок того, що оптичні 
неоднорідності, які виникли в середовищі, поширюються в ньому. При цьому час-

тота розсіяного світла змінюється: в розсіяному світлі поряд із частотою падаючої 

хвилі   з'являються компоненти з частотами   та  . Величина   у разі 

руху оптичної неоднорідності у вигляді флуктуації густини середовища дорівнює 

частоті акустичної хвилі, що поширюється у визначеному напрямку. 

Відносна зміна частоти розсіяного світла  

2 sin
2

n
c

   
 

 
,          (13.3) 

де   – швидкість поширення пружної хвилі в середовищі;   – кут розсіяння; n  – 

показник заломлення середовища; c  – швидкість світла у вакуумі. 

Підстановка числових значень у формулу (13.3) приводить до того, що зміна 

частоти   становить величину порядку  5 610 10   . Зареєструвати такі малі 

зміни частоти можна лише на спектральних приладах високої роздільної здатності 
типу інтерферометра Фабрі–Перо. Усе це дозволяє казати про лінії розсіювання 

Мандельштама–Бріллюена як про тонку структуру спектральної лінії релеївського 

розсіювання. Розсіяння світла можливе не тільки на акустичних хвилях (фононах), 

а також на інших колективних збудженнях: магнонах, поляритонах, екситонах, пла-

змонах тощо. Розсіяння Мандельштама–Бріллюена не залежить від інтенсивності 

світла і належить до лінійної оптики. За великих потужностей світлової хвилі спо-

стерігається залежність розсI  від інтенсивності падаючого світла, таке явище нази-

вається вимушеним розсіянням Мандельштама–Бріллюена.  

 Комбінаційне розсіяння (КР) уперше в 1928 р. на кристалах (кварцу та ісланд-
ського шпату) спостерігали Л. І. Мандельштам і Г. С. Ландсберг, а в рідинах (бен-

зол та толуол) – Ч. Раман. 
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Основні закономірності КР полягають у тому,  що: 

1) спектральні дослідження розсіяного світла показують, що кожна спектральна 

лінія первинного світла супроводжується виникненням системи додаткових ліній, 

які називаються супутниками (сателітами) зі значно більшими змінами частоти, ніж 

у розсіянні Мандельштама–Бріллюена; 

2) частоти сателітів 1 2 3, , ...    відрізняються від частоти спектральної лінії пер-

винного збуджувального світла 0  на значення i . При переході від однієї спект-

ральної лінії первинного пучка до другої сукупність значень i  залишається для 

певної речовини незмінною: 

1 0 1     ; 2 0 2     ; …. 0i i     .…     (13.4) 

3) різниця i  у частотах збуджувальної первинної лінії 0  і лінії кожного із 

супутників і  дорівнює частотам власних коливань молекул речовини; 

4) кожному сателіту із частотою ч
0i i     , зміщеному в червону частину 

спектра, відповідає сателіт із частотою ф
0i i     , зміщений симетрично відно-

сно 0  у фіолетову частину, тобто 

фч
0 0i i i         .         (13.5) 

Довгохвильові сателіти називаються червоними або стоксовими, короткохви-

льові – фіолетовими або антистоксовими; 

5) інтенсивність антистоксових сателітів значно менша інтенсивності стоксових 

сателітів. 

За спектрами КР можна проводити структурні та аналітичні дослідження. Па-

раметри лінії КР (частота, інтенсивність, ступінь поляризації, ширина) в основному 

визначаються структурою та симетрією молекул досліджуваних речовин. 

 

13.2. Запитання та відповіді 

 

13.2.1. Яке середовище вважається оптично неоднорідним?  

Неоднорідність середовища завжди пов'язують зі зміною показника заломлення 

n  і навпаки, якщо показник заломлення змінює свою величину в різних точках се-

редовища, то таке середовище вважається оптично неоднорідним. Неоднорідності 

можуть бути пов'язані, наприклад, з флуктуаціями густини, наявністю в середовищі 

частинок сторонніх домішок тощо. 
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При розгляді розсіяння світла в неоднорідних середовищах виключають випадок 

регулярного (упорядкованого) розподілу неоднорідностей середовища. 

13.2.2. Які види розсіяння світла в неоднорідних середовищах розрізняють залеж-

но від розміру неоднорідностей? 

До класичних типів розсіяння світла належить розсіяння у випадках різних спів-

відношень між довжиною хвилі   світла та розміром неоднорідностей (частинок) d : 

1) d   (релеївське розсіяння). До цього виду розсіяння належить і молекуляр-

не розсіяння; 

2) d  . Таке розсіяння обумовлене відбиттям, заломленням і дифракцією світла 

на неоднорідностях (частинках);  

3) d  . Таке розсіяння називається розсіянням Мі, або дифракційним розсіян-

ням. 

13.2.3. Які види неоднорідних середовищ розрізняють? 

Вид розсіяння світла пов'язують з макроскопічними характеристиками неодно-

рідностей. У зв'язку із цим розрізняють таки види неоднорідних середовищ: тверді 

частинки в газі – дим; рідкі частинки в газі – аерозолі; тверді частинки в рідині – 

суспензії; рідина, у якій наявні краплинки іншої нерозчиненої рідини, – емульсії; 

теплові флуктуації концентрації молекул.  

13.2.4. Від чого залежить поляризація розсіяного світла? Чи поляризоване со-

нячне світло, розсіяне атмосферою?  

Розсіяне світло частково поляризоване навіть у випадку, коли світло, що падає, 

неполяризоване. Ступінь поляризації залежить від оптичних властивостей неодно-

рідностей і від напрямку, уздовж якого спостерігається розсіяне світло. Якщо світ-

ло, що падає, поляризоване, то поляризація розсіяного світла залежить також від 

його поляризації. 

У напрямку, перпендикулярному напрямку поширення прямого променя, світло, 

розсіяне, наприклад, на флуктуаціях концентрації молекул (розсіяння Релея), теоре-

тично має бути повністю лінійно поляризованим (див. запитання 13.2.19). Однак, на-

приклад, сонячне світло поляризоване для цього випадку лише частково. Це пов'я-

зано з тим, що одночасно з релеївським розсіянням сонячного світла спостерігаєть-

ся релеївське розсіяння світла, дифузно відбитого від земної поверхні, а також роз-

сіяння Мі на аерозольних частинках в повітрі. Деяку роль у деполяризації світла 

відіграє також невелика оптична анізотропія молекул, що складають повітря. 

13.2.5. Запишіть формулу Релея для інтенсивності розсіяного світла. 
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Якщо подумки поділити середовище на елементарні об'єми iV , які малі порів-

няно з кубом довжини світла 3  і водночас містять невелику кількість молекул, то 

додатковий дипольний момент ip


 об'єму iV , обумовлений флуктуаціями діелек-

тричної проникності величиною i , становить величину 0
4
i i

i

V
p E
 

 



. Для пада-

ючого природного світла інтенсивність розсіяного світла в цьому випадку дорівнює 

   
2 2

2 2
розс( ) 0 4 2

1 cos

2
i i iI I V

r

  
    


.      (13.6) 

Для газів, для яких показник заломлення n  близький до одиниці, можна запи-

сати, що  2 1 2 1n n    В ідеальних газах кількість молекул у різних елементар-

них об'ємах флуктуює незалежно, тому для визначення інтенсивності розсI  розсія-

ного світла в об'ємі V  світла треба величину розс( )iI  помножити на / iV V . Таким 

чином можна отримати формулу Релея для інтенсивності розсіяного світла: 

   
2

2 2
розс 0 4 2

2 1
1 1 cos

V
I I n

Nr


    


,      (13.7) 

де 0I  – інтенсивність падаючого світла;   – довжина хвилі світла; V  – об'єм газу, у 

якому спостерігається розсіяння світла на флуктуаціях концентрації молекул; N  – 

середня кількість молекул в одиниці об'єму середовища; r  – відстань від розсіючо-

го об'єму до точки спостереження;   – кут спостереження розсіяного світла. 

У випадку розсіювання лінійно поляризованого світла множник  21 cos / 2   у 

(13.7) слід замінити на 2sin  . 

13.2.6. Наведіть і проаналізуйте кутову залежність інтенсивності світла, роз-

сіяного у випадку d   . 

Вид розсіяння світла на частинках з розміром d    або ~ 0,1d   належить до 

релеївського розсіяння. У наведених формулах (13.2) і (13.3) кут   – кут між на-

прямком спостереження та напрямком прямої хвилі.  

Крива розподілу інтенсивності розсіяного світла у площині розсіяння залежно 

від кута розсіяння називається індикатрисою розсіяння (рис. 13.7) й описується 

формулою (13.2): 
2

розс (1 cos )I I   , 

де   – кут розсіяння; I  – інтенсивність розсіяного світла під кутом / 2   .  
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Рис. 13.1. Індикатриса розсіяння Релея 
 

У разі обертання індикатриси розсіяння відносно осей симетрії, яка збігається з 

напрямком падаючого світла, одержують просторову полярну діаграму інтенсивно-

сті розсіяного світла. Із формули (13.7) випливає, що інтенсивність світла, яке 

пройшло середовище в напрямку поширення падаючої хвилі, у два рази більша, ніж 

інтенсивність світла, розсіяного в перпендикулярному напрямку. 

13.2.7. Із формули Релея (13.7), начебто, випливає, що розс
1

~I
N

. Така залеж-

ність суперечить фізиці: чим менша концентрація осциляторів, тим більша інте-

нсивність розсіяного світла. Чи це так? 

Ні, це не так. Тут необхідно враховувати, що діелектрична проникність ( )N  і 

показник заломлення n (N) середовища є функціями концентрації осциляторів (див. 

розділ 11). Тому 

 21 1 ~n N       
2

розс ~
N

I N
N
 . 

13.2.8. Які фізичні висновки із формули Релея для інтенсивності розсіяного світ-

ла важливі для практики?  

Аналіз формули Релея для інтенсивності розсіяного світла у випадку, коли світ-

ло, що падає, природне  

   
2

2 20
розс 0 4 2

2 1
1 1 sinI I n

Nr


    


, 

показує таке: 

 розс 4

1
I


 . Цей висновок надзвичайно важливий для пояснення багатьох 

явищ у природі: синій колір неба, червоний колір сходу та заходу Сонця. Така за-

лежність невипадково збігається із залежністю інтенсивності випромінювання ос-
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цилятора від довжини хвилі в класичній теорії Г. А. Лоренца. Підкреслимо, що 

тільки розсіяння Релея підпадає під цей закон, інші види розсіяння мають інші за-

лежності інтенсивності від довжини хвилі; 

 формула Релея дає ще один, альтернативний до існуючих, спосіб визначення 
кількості молекул в одиниці об'єму та числа Авогадро. 

13.2.9. Чому туман білий (сірий)? 

Випадок розсіяння світла на краплях води, для яких d  , характеризуєть-

ся тим, що інтенсивність розсіяного світла розсI  не залежить від довжини світ-

ла, що розсіюється. 

13.2.10. Чому небо має блакитний колір? 

Релей показав, що інтенсивність розсіяного світла розс 4

1
I


 . При проходженні 

світла крізь атмосферу короткохвильова (синя) частина спектра сонячного світла 

розсіюється більш інтенсивно, ніж довгохвильова (червона). Сонячне світло, розсі-

яне під кутом до напрямку первинного пучка, має синьо-блакитний відтінок, а світ-

ло в напрямку поширення первинного пучка – червоний. 

13.2.11. Як виглядало б небо над нами в сонячний день, якби з невідомих причин 

розсіяння сонячних променів в атмосфері не відбувалося? 

У цьому уявному випадку небо, як вночі, було б чорним, і на ньому яскраво сві-

тились б зорі, а також диск Сонця. Саме таку картину спостерігають космонавти, 

перебуваючи над освітленим боком Землі. 

13.2.12. Чому під час сходу і заходу Сонце має червоний колір? 

Із закону Релея розс 4

1
I


  випливає, що чим коротша довжина хвилі (у видимій 

частині оптичного спектра – це синє і фіолетове світло), тим більш інтенсивно воно 

розсіюється. Промені з малими довжинами хвиль (у першу чергу, сині), проходячи 

через велику товщу атмосфери, розсіюються (відхиляються в бік), тим самим збід-

нюючи спектр на сині кольори. Коли Сонце сідає за обрій або сходить з обрію, то 

ми бачимо збіднену короткими хвилями частину спектра, у якій переважає черво-

ний компонент оптичного діапазону випромінювання Сонця.  

13.2.13. За яким законом змінюється інтенсивність світла при його проходжен-

ні через неоднорідне середовище, що розсіює? 

При проходженні світла через неоднорідне середовище, що розсіює, його інтен-

сивність зменшується, і її можна записати у вигляді співвідношення, подібного до 

закону поглинання світла: 
22

пр 0( ) Nr KxI х I e  ,          (13.8) 
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де пр ( )I х  – інтенсивність світла після проходження шару середовища товщиною x ; 

0I  – інтенсивність світла на вході в середовище; N – концентрація частинок розсі-

яння; r  – радіус частинки; K  – функція, яка залежить від співвідношення /r  . 

13.2.14. Як залежить інтенсивність розсI  розсіяного світла від довжини хвилі   

падаючого світла за фіксованого значення характерного радіуса r  частинок сфе-

ричної форми, на яких відбувається розсіяння? 

Залежність інтенсивності розсI  розсіяного світла від довжини хвилі   падаючого 

світла за фіксованого значення характерного радіуса r  частинок сферичної форми, 

на яких відбувається розсіяння, описується кривою, загальний вигляд якої зображе-

ний на рис. 13.2. 

За довжин хвиль r  інтенсивність практично не залежить від довжини 

хвилі. Максимум інтенсивності розсіяного світла спостерігається за ~ r , а за 

довжин хвиль r   інтенсивність розсіяного світла змінюється за законом 

розс 4

1
I


 . 

 

 
Рис. 13.2. Залежність інтенсивності розсI  розсіяного світла від довжини хвилі   світла; 

( r  – фіксоване значення характерного радіуса 

частинок сферичної форми, на яких відбувається розсіяння) 
 

13.2.15. У чому полягає фізична причина виникнення молекулярного розсіяння? 

Молекулярне розсіяння виникає в середовищах без домішок сторонніх тіл (у чи-

стих середовищах) унаслідок флуктуацій густини молекул, які пов'язані з тим, що 

концентрація молекул (кількість молекул в однакових і досить малих об'ємах), тоб-

то і густини газу в будь-який момент часу – різні. 
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Ще однією причиною виникнення молекулярного розсіяння світла є поява оптич-

них неоднорідностей в однорідних середовищах, які складаються з анізотропних 

молекул і в яких можуть відбуватися флуктуації орієнтації молекул (флуктуації ані-

зотропії). 

Об'єми, у яких виникають флуктуації, значно менші від 3 . Тобто молекулярне 

розсіяння світла відповідає законам релеївського розсіяння. 

13.2.16. Молекулярне розсіяння світла пов'язане із флуктуаціями густини моле-

кул тільки в об'ємі речовини, чи також і на поверхні? 

Ні, розсіяння світла відбувається не тільки в об'ємі, але й на вільній поверхні рі-

дини та на межі двох не змішуваних рідин. Сили поверхневого натягу направлені 

на те, щоб зробити поверхню мінімальної площі та абсолютно гладенькою. З іншо-

го боку, тепловий рух молекул призводить до відхилення від такого стану. Унаслі-

док цього на поверхні рідини виникають неоднорідності, на яких відбувається мо-

лекулярне поверхневе розсіяння світла.  

13.2.17. Розглядаючи фізичну причину молекулярного розсіяння світла, поясніть 

причину явища, яке називається "опалесценцією". 

У критичному стані, коли речовина змінює свій агрегатний стан, спостерігається 

максимальна флуктуація концентрації молекул речовини. Величина об'єму 0V  не-

однорідності, на якій відбувається розсіяння світла, при цьому сильно збільшується 

і стає більшою за довжину хвилі   світла. Таке середовище стає каламутним і не-

прозорим для падаючого на нього світла, воно істотно розсіює світло всього діапа-

зону спектра. Таке явище називається "опалесценцією" (див. [1, п. 160; 9, С. 216]). 

13.2.18. Чому інтенсивність світла при релеївському розсіянні, як випливає із 

закону Релея (13.7), обернено пропорційна до 4 ? 

Осциляторна модель взаємодії електромагнітного випромінювання з атомом чи 

молекулою викликає наведений дипольний момент 0
0

i tp p e 
 

. Диполь, коливаю-

чись з прискоренням 2
0p p 

  , випромінює світло, інтенсивність якого дорівнює 

(3.8): 
2 4 4 2
0 0 0

3 4
0

16

3 3

p p c
I

c

 
 


, тобто величина 

4
0

1
~I


. Ця закономірність справедлива 

не тільки при поширенні світла в середовищі, але й при його релеївському розсіянні. 

13.2.19. Поясніть, чому природне світло, розсіяне в ізотропній речовині під 

прямим кутом, буде лінійно поляризованим. 

Це пояснюється двома відомими факторами: 1) електромагнітна хвиля попере-

чна; 2) електричний диполь не випромінює в напрямку своєї осі. 
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Рис. 13.3. До пояснення причин появи 

поляризації у розсіяного природного світла 
 

 

Якщо падаюче неполяризоване світло поширюється в напрямку осі Y  (рис. 13.3), 

то в невеликому об'ємі з розмірами, набагато меншими від довжини хвилі   світла, 

виникають наведені дипольні моменти р


, які випромінюють у площині XZ . Однак 

у напрямку осі X  випромінюють лише диполі, які або орієнтовані по осі OZ , або 

мають ненульову проекцію дипольного моменту на цю вісь: sinp   , де   – кут 

між напрямком поширення світла і напрямком вимірювання розсіяного світла. То-

му розсіяне під прямим кутом до напрямку падаючого світло мало б бути лінійно 

поляризоване  E OZ

  зі ступенем поляризації, що дорівнює одиниці. Унаслідок 

теплового руху атомів чи молекул спостерігається деяка дезорієнтація диполів, то-

му насправді ступінь поляризації трохи менший від одиниці. (Більш детально про 

поляризацію розсіяного світла див. у [7, С. 306]). 

13.2.20. В ізотропній речовині розсіюється світло, поляризоване по колу. Як бу-

де поляризоване світло, розсіяне під прямим кутом до напрямку падаючого світла? 

Світло, поляризоване по колу, як і природне (неполяризоване), має вектори елек-

тричної напруженості Е


, орієнтовані у площині XZ  (рис. 13.3). Тому світло, розсі-
яне під прямим кутом, буде лінійно поляризованим. Пояснення цього ефекту по-

дібне до того, як це робилось у відповіді до запитання 13.2.19.  

13.2.21. У чому полягає якісна відмінність молекулярного (релеївського) розсі-

яння від комбінаційного (раманівського) розсіяння? 

Спочатку розберемо питання, чому в релеївському розсіянні вторинне випромі-

нювання одного атома (молекули) не гасить випромінювання від іншого атома (мо-

лекули). Для пояснення цього явища згадаємо, що 4D E N E   
  

, де   – поляри-
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зовність молекул речовини; N – кількість молекул в одиниці об'єму речовини. Тому 

показник заломлення речовини 2 1 4n N     залежить від кількості молекул (чи 

атомів) в одиниці об'єму. Наявність флуктуацій густини речовини створює начебто 

тривимірну фазову ґратку, на якій відбувається дифракція світла. Якби такі флук-

туації створили б правильну періодичну структуру, то і розсіяння давало б макси-

муми та мінімуми в певних напрямках. Однак флуктуації густини в речовині роз-

ташовані хаотично і, окрім того, їх можна охарактеризувати лише середнім об'ємом 

V . Насправді об'єм V  змінюється в досить широких межах, тому розсіяння 

відбувається рівномірно в усіх напрямках (якщо падаюче світло неполяризоване). 

Зміни довжини хвилі при релеївському розсіянні не відбувається. 

Проте поляризовність   молекул і дипольний момент р


 залежать як від струк-

тури молекул, так і від того, перебувають вони в стані спокою чи коливаються. На-

приклад, лінійна молекула 2CO  у стані спокою має нульовий дипольний момент. 

Під дією світлової хвилі в неї виникає наведений дипольний момент. Поляризов-

ність молекули в цьому разі можна записати як  
1

0 ...,
m

m
mi

q
q


     


  де  0a  

– поляризовність молекули в стані спокою, 
mq




 – її зміна при нормальному коли-

ванні, записана через узагальнену координату mq . Нагадаємо, що кількість коли-

вальних частот дорівнює ат3 5m N   для лінійних молекул і 3 6am N   для не-

лінійних, де атN  – кількість атомів, що складають молекулу.  

Якщо молекула коливається з власною частотою m , то координата змінюється 

із цією самою частотою  0 cosm m mq q t  . 

Унаслідок коливань молекули змінюється і наведений дипольний момент: 

           

      

0 0 0
1

0 0 0
1

0 0 cos 0 cos

1
0 cos ( ) cos .

2

m

m
mi

m

m m m
mi

p t E q E t kx E t kx
q

q E t kx t kx
q





  
             

   

 
            





 

Тобто крім релеївського розсіяння з незмінною частотою 0  падаючого світла, ін-

тенсивність якого залежить від стаціонарної поляризовності  0a , виникає розсі-

яння з частотами  0 m   та  0 m  , інтенсивність якого на порядок слабша і 
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яке залежить від зміни поляризовності молекул при коливанні. Це і є комбінаційне 

розсіяння світла. 

13.2.22. Як змінюється з температурою інтенсивність стоксових та анти-

стоксових компонентів розсіяння? 

Стоксовими називають компоненти комбінаційного розсіяння, які спостеріга-

ються з боку більших довжин хвиль (і відповідно менших частот) від релеївської 

лінії у спектрі. Антистоксові компоненти комбінаційного розсіяння спостерігають з 

боку менших довжин хвиль (і більших частот). 

Відповідно до класичної точки зору інтенсивності стоксових і антистоксових 

компонентів мають бути однаковими. Проте на експерименті інтенсивність стоксо-

вих компонентів більша за інтенсивність антистоксових ліній. Цей факт був пояс-

нений у квантовій теорії (див. приклад 13.2). 

Із квантової точки зору при розсіянні світла зі стоксовою частотою  0 m   

частина енергії падаючого кванта 0  витрачається на збудження внутрішнього 

коливання молекули з енергією m  (рис. 13.4). Антистоксові компоненти комбі-

наційного розсіяння спостерігаються, коли до енергії падаючого кванта додається 

енергія внутрішнього коливання молекули. (Збудження молекул, що перебували у 

незбудженому стаціонарному стані, під дією кванта світла з енергією 0  відбува-

ється через проміжні (нестаціонарні, віртуальні) електронні стани). 
 

 

 

Рис. 13.4. Схема взаємодії оптичного випромінювання з молекулою, 

яка пояснює появу стокових та антистоксових компонентів 

у комбінаційному розсіянні 

 
Молекул, які перебувають в основному стані у процесі розсіяння, набагато більше, 

ніж у збудженому. Тому стоксові компоненти інтенсивніші за антистоксові. Зі зро-

станням температури кількість молекул у збудженому стані збільшується за зако-
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ном Больцмана як /
0

m kT
mN N e   . Тому за цим самим законом зі зростанням тем-

ператури зростає інтенсивність антистоксових компонентів, тоді як стоксових – 

спадає (див. приклад 13.2). 

 

13.3. Приклади розв'язування задач 
 

Приклад 13.1.  Проходячи шар речовини товщиною 15 см, монохроматичне 
світло послаблюється за інтенсивністю вчетверо. Знайдіть показник розсіяння 

світла, якщо показник поглинання 10,0025 смk 
  .  

Розв'язання.  У випадку, коли в речовині відбувається і поглинання, і розсіян-

ня світла, закон Бугера–Ламберта набуває вигляду  

 0 exp pI I k k l
   
 

, 

тут 0I  та I  – відповідно, інтенсивності світла на вході та виході з шару речовини 

товщиною l; k  – натуральний показник поглинання; pk  – натуральний показник 

розсіяння. За умовою задачі відношення цих інтенсивностей дорівнює 
0

1

4

I

I
 . То-

му величина 2 1ln 4
6,75 10 смpk k

l
 

    . 

Приклад 13.2.  У спектрі комбінаційного розсіяння в SO2 спостерігаються лі-

нії раманівського розсіяння із хвильовими числами 1
1 525см   і 1

2 1145см  . 

Розсіяння збуджується аргоновим лазером з 514,5  нм. Знайдіть відношення 

інтенсивностей стоксівського та антистоксівського компонентів для обох ліній 

за температури Т = 300 К. З'ясуйте природу їх різних інтенсивностей. 

Розв'язання.  Числові характеристики коливань молекул зазвичай наводять у 

хвильових числах 1  
 , які вимірюються в см–1, вони набувають значень від де-

сятків до тисяч см–1. У цих одиницях хвильове число випромінювання аргонового 

лазера має значення 1
0

0

1
19436 см  


 . Хвильові числа стокового компонента 

дорівнюватиме 0 р    , антистоксового – 0 р    . 

Із класичної теорії відомо, що інтенсивність релеївського розсіяного світла вна-

слідок флуктуацій густини речовини пропорційна його частоті в четвертому степе-

ні. Тому відношення інтенсивності стоксового компонента до інтенсивності анти-

стоксового за рахунок цього процесу визначається як 
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4 4

cт cт cт

aнтиcт aнтиcт aнтиcт

.
I c

I c

    
    
    




 

Для першого коливання 1 = 525 см–1 величина cт aнтиcт/ 0,8I I  ; для другого коли-

вання 2 = 1125 см-1 величина 
cт aнтиcт/ 0,625I I  .  

Як бачимо, за рахунок флуктуацій густини (релеївського розсіювання) зміни в ін-

тенсивностях стоксового та антистоксового компонентів на незначній частотній 

ділянці малі. Набагато сильніші зміни в інтенсивності стоксових та антистоксових 

компонентів виникають при врахуванні квантових властивостей речовини, а саме, 

за рахунок різної населеності рівнів, з яких відбувається розсіяння (див. запитан-

ня 13.2.22).  

Розглянемо умови появи цих компонентів (рис. 13.4). Рівні, що відповідають незбу-

дженому коливному стану, можна вважати заселеними з концентрацією N0. У збудже-

ному коливному стані m з енергією коливання m m mE hc     перебувають 

   0 0exp / exp /m m mN N E kT N hc kT      молекул. 

При розсіянні з основного стану, коли виникає стоксовий компонент, бере 

участь N0 молекул, тоді як антистоксові компоненти виникають при розсіянні зі 

збудженого стану з концентрацією mN . Очевидно, інтенсивність кожного компо-

нента пропорційна кількості молекул, що можуть брати участь у її створенні 

/ст

антист антист

mhc kTI N
e

І N
 
 . 

Для першого коливання   2,5
cт aнтиcт 1

/ 12I I e  ;   5,3
cт aнтиcт 2

/ 200I I e  . 

Очевидно, що цей механізм помітно перевищує розглянутий вище механізм релеїв-

ського розсіяння й наближує пояснення різної інтенсивності стоксового та антисто-

ксового компонентів до експериментально спостережуваних результатів. Вплив 

релеївського розсіяння до уваги брати не слід. 
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14. ЗАКОНИ ТЕПЛОВОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ 
 

14.1. Короткі теоретичні відомості 
 

 Теплове випромінювання – це електромагнітне випромінювання із суцільним 
спектром, джерелом якого є нагріті тіла (Сонце, свічка, лампа розжарювання, елек-

трична дуга, тіло людини, електричний паяльник тощо).  

 Важливим елементом законів теплового випромінювання є поняття про рівно-

важне теплове випромінювання, яке відбувається, коли розподіл енергії між нагрітим 

тілом і випромінюванням для кожної довжини хвилі залишається незмінним. Це 

стан термодинамічної рівноваги, коли кількість енергії, що випромінюється нагрі-

тим тілом за одиницю часу, дорівнює енергії, яку тіло отримує за одиницю часу. 

Температура тіла при цьому не змінюється.  

 Випромінювальна здатність ( )eM T  тіла чисельно дорівнює енергії, що випромі-

нюється при заданій температурі одиницею поверхні нагрітого тіла в усіх напрям-

ках за одиницю часу в усьому інтервалі частот. Одиниця вимірювання ( )eM T  – 

Вт/м2 . Потік енергії, що випромінюється одиницею поверхні нагрітого тіла в усіх 

напрямках в інтервалі частот  , d   позначимо через edM . Для малого інтер-

валу d  величина edM  буде пропорційною d : 

 еdM M d   , (14.1) 

де M  .– спектральна випромінювальна здатність тіла. Окрім частоти, спектральна ви-

промінювальна здатність залежить від температури ( , )M T  . Знаючи спектральну 

випромінювальну здатність ( , )M T  , можна знайти повну (енергетичну, інтегральну) 

випромінювальну здатність eM тіла за заданої температури в усьому діапазоні частот від 

0 до : 

 

0

( , )eM M T d


   . (14.2) 

 Випромінювання можна характеризувати не тільки циклічною () частотою, 

але й лінійною частотою (), або довжиною хвилі (). Ділянці d  будуть відпові-
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дати свої ділянки – d  і d . Вони через відомі співвідношення c    (де c  – 

швидкість світла) і 2   , а також похідні 

2

2 c
d d


  


;   

2

c
d d  


  

2

2 c
d d


  


 та  2d d     , 

відповідним чином пов'язані між собою. 

Частина енергетичної випромінювальної здатності, що припадає на інтервал 

d , аналогічно (14.1) дорівнює 

 ен ( , )dM M T d     . (14.3) 

Із (14.1) і (14.3) можемо знайти в разі необхідності значення спектральної випро-

мінювальної здатності тіла на ділянці довжин хвиль, наприклад, від   до d   : 
2

2

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

d c
M T M T M T M T

d c
   

  
      

 
.         (14.4) 

 Поглинальна здатність 

 
d

a
d





, (14.5) 

де d  – потік світлової енергії, що падає на поверхню тіла, обумовлений елек-

тромагнітними хвилями, значення частот яких лежать в інтервалі  , d  ; d   

– потік світлової енергії (частина потоку d ), що поглинається тілом. Поглиналь-

на здатність, як і випромінювальна здатність, залежить від частоти та температури 

( , )a T . 

 Тіло, яке повністю поглинає випромінювання, що падає на нього, у всьому 

діапазоні частот і для будь-якої температури ( 1a  ) називається абсолютно чорним 

тілом (АЧТ). Тіло, для якого поглинальна здатність менша від одиниці та/або зале-

жить від частоти чи температури  ( , ) 1a T  , називається сірим тілом. 

 Густина (об'ємна густина) енергії випромінювання u  – кількість енергії випромі-

нювання в одиниці об'єму: 

0 0

u u d u d
 

      ,           (14.6) 

де величини u d   та u d   мають зміст об'ємної густини променевої енергії, що 

припадає на інтервал частот  , d   або інтервал довжин хвиль  , d   . Ве-

личини u  та u  називаються спектральними густинами променевої енергії. Для випад-

ку рівноважного випромінювання функції u  та u  залежать тільки від частоти 

(довжини хвилі) і від температури випромінювання й не залежать від форми та ма-
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теріалу стінок порожнини (тіла, що випромінює). Встановлення функціональної 

залежності ( , )u T   є основною задачею теорії теплового випромінювання. 

 Повна енергетична випромінювальна здатність eM  АЧТ за заданої температу-

ри T  пов'язана з об'ємною густиною енергії випромінювання ( )u T  співвідношен-

ням 

e ( )
4

c
M u T ,   де с – швидкість світла.      (14.7) 

 Закон Кірхгофа: відношення випромінювальної здатності до поглинальної зда-
тності не залежить від природи тіла і для всіх тіл є однією й тією самою універса-

льною функцією частоти (довжини хвилі) і температури: 

 
, , ,

, , ,1 2 3

..... ( , )
T T T

T T T

M M M
f T

a a a

  

  

     
              

     
. (14.8) 

 Універсальна функція Кірхгофа ( , )f T  – це спектральна випромінювальна здат-

ність АЧТ (величина поглинальної здатності для АЧТ , 1Та   за визначенням). Так 

само, як і для спектральної випромінювальної здатності, розрізняють універсальні 

функції Кірхгофа трьох видів ( , )f T , ( , )T   та ( , )T  , які пов'язані між собою  

 
2

2

2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2

c c
f T T T T

c

 
         

 
. (14.9) 

 Закон Стефана–Больцмана: інтегральна енергетична світимість eнM  АЧТ про-

порційна четвертому степеню температури цього тіла 

 4
eн

0

( , )M f T d T


     , (14.10) 

де 8 2 45,67 10 Вт/м К    – стала Стефана–Больцмана; Т –температура АЧТ. 

 Закон зміщення Віна: довжина хвилі m , на яку припадає максимум спектральної 

енергетичної світимості АЧТ, обернено пропорційна абсолютній температурі T : 

 m
b

T
  , (14.11) 

де 2897,8 мкм Kb    – стала зміщення Віна. 

 Спектральна випромінювальна здатність АЧТ для довжини хвилі max , на 

яку припадає максимум випромінювання, пропорційна п'ятому степеню температури 

 5
max( , )M T CT   ,  де стала 5 3 51,3 10 Вт / (м К )C    .  (14.12) 

 Закон Релея–Джинса для спектральної густини енергії теплового випроміню-

вання: 
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2

2 3
( , )u T kT

c


 


, (14.13) 

де 231,38 10 Дж / Kk    – стала Больцмана. Цей закон справедливий для великих 

довжин хвиль. В області малих довжин хвиль – "УФ катастрофа": за   вели-

чина ( , )u T  . 

 В області малих довжин хвиль (великих частот) добрий збіг з експериментом 
дає закон випромінювання Віна: 

 3 /( , ) A Tu T C Ae    , (14.14) 

де С та А – сталі величини. У сучасних позначеннях із застосуванням сталої Планка 

h  (або величини 
2

h



 ), яка в той час ще не була відома, закон випромінювання 

Віна може бути записаним у вигляді 

 3 /
3

2
( , ) kTu T e

c

   



, (14.15) 

 Закон Релея–Джинса і закон випромінювання Віна – часткові закони. Перший 

із них дає правильний спектральний розподіл за малих частот ( kT ), а другий 

– за великих частот ( kT ). Вони не дають загальної картини розподілу енергії 

по всьому діапазону частот. Ці протиріччя усуває формула Планка. 

 Спектральна густина рівноважного теплового випромінювання АЧТ визнача-

ється формулою Планка 
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1
( , )

1kT
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 (14.16) 

або 
3

3 /

8 1
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,         (14.17) 

або 

5

8 1
( , )

1

hc

kT

hc
u T

e 


 




.          (14.18) 

Часто формулу Планка записують для енергетичної світимості eнM . Для такого 

переходу слід скористатись формулою (14.7). 
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14.2. Запитання та відповіді 
 

14.2.1. Яке випромінювання називають рівноважним? Яка основна властивість 
рівноважного випромінювання? Яку роль відіграє рівноважне випромінювання у 

формулюванні законів теплового випромінювання? 

Рівноважним випромінюванням називають випромінювання, яке перебуває в 

термодинамічній рівновазі з нагрітим тілом. У рівноважному стані температури 

тіла і випромінювання не змінюються або змінюються одночасно й однаково, коли 

термодинамічна рівновага між випромінюванням і випромінювачем у цілому не 

порушується. Теплове випромінювання АЧТ розглядається як рівноважне випромі-

нювання.  

Усі закони теплового випромінювання, сформульовані тут, справедливі лише 

для рівноважного випромінювання. 

14.2.2. У законах теплового випромінювання використовуються поняття спек-

тральної ( , )u T  і повної ( )u T  об'ємної густини енергії. Чим вони відрізняються? 

Спектральна об'ємна густина енергії ( , )u T  рівноважного теплового випромі-

нювання – енергія, яка припадає на одиницю об'єму простору в елементарному ін-

тервалі частот d  поблизу   за температури Т: 

 ( , )
dW

u T
V d

 
 

, (14.19) 

де dW  – енергія теплового випромінювання в об'ємі V  і смузі частот від   до d  . 

Повна об'ємна густина енергії (за всіма частотами) рівноважного теплового ви-

промінювання ( )u T  може бути представлена у вигляді 

 
0

( ) ( , )u T u T d


   . (14.20) 

14.2.3. У якому спектральному діапазоні можна використовувати формулу Ре-

лея–Джинса? 

Формула Планка (14.17) 
3

3

8 1
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T h

kT

h
u

c
e

 

 
 



 визначає спектральну густину по-

току енергії, що випромінюється абсолютно чорним тілом за температури Т в оди-

ничному інтервалі частот (або довжин хвиль) з одиниці поверхні за одиницю часу. 

Як буде показано в прикладі 14.1, за h kT   формула Планка набуває вигляду роз-

поділу Релея–Джинса (14.15): 
2

3

8
.Tu kT

c



  
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Таким чином, розподіл Релея–Джинса можна використовувати в діапазоні низь-

ких частот (інфрачервоне випромінювання, радіодіапазон). 

14.2.4. У якому спектральному діапазоні можна використовувати формулу Віна? 

Формула Планка (14.17) 
3

3

8 1
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T h
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u
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e
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 
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

, як буде показано в прикладі 14.2, 

переходить у формулу Віна (14.17) 
3

3
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u e

c
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 , коли h kT .  

Таким чином, розподіл густини потоку енергії по спектру у вигляді формули Ві-

на працює в ультрафіолетовій частині спектра, а за 1000KT   і у видимій частині 

спектра. 

14.2.5. Що в історії фізики називають "УФ катастрофою"? 

Теорії, які описували властивості теплового випромінювання, у кінці ХІХ ст. пе-

ребували в різкому протиріччі з результатами експерименту і простим дослідом. 

Фізику бентежили такі обставини: 

 згідно із формулою Релея–Джинса 2
2 3

( , )
kT

u T
c

  


, яка доведена на основі 

суто класичних уявлень, в області малих частот (коли 0 ) густина теплового 

випромінювання 2( , )u T kT  . Це добре узгоджується з експериментом. Проте 

формула Релея–Джинса передбачала зростання спектральної густини аж до нескін-

ченності за  . Згідно із формулою Релея–Джинса у випромінюванні нагрітого 

до будь-якої скінченної температури тіла мають переважати УФ і рентгенівські 

промені; 

 формула Віна (1896) 3 /( , ) Tu T e   добре описує властивості теплового 

випромінювання в області високих частот і/або низьких температур (далеко від мак-

симуму): експоненціальне зменшення спектральної густини зі зростанням частоти;  

  між граничними випадками, що відповідають застосуванню формул Релея–
Джинса і Віна, лежить протяжна область, у якій розташований максимум кривої 

спектрального розподілу енергії теплового випромінювання. При збільшенні тем-

ператури цей максимум згідно із законом зміщення Віна зсувається в короткохви-

льовий бік; 

Як "зшити" результати теорії для низьких і високих частот? Як об'єднати зако-

ни Релея–Джинса і Віна? 

Як описати властивості теплового випромінювання поблизу максимуму густи-

ни теплового випромінювання, в області частот, які найбільш цікаві, наприклад, 

для застосування? 
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Як пояснити необмежене зростання густини теплового випромінювання в обла-

сті високих частот, яке випливає із формули Релея–Джинса? 

Абсурдним виглядало й те, що класична теорія давала 
0

( , )u T d


   . Якщо 

вважати, що повна енергія випромінювання скінченна, то згідно із цим при встанов-

ленні рівноваги між тілом і випромінюванням вся енергія тіла перейде в енергію ви-

промінювання високих частот, тобто термодинамічна рівновага взагалі неможлива. 

Увесь цей комплекс питань і проблем, за висловом П. Еренфеста, виглядав, як 

"УФ катастрофа". Вона була розв'язана за допомогою формули Планка (у 1900 р.) 
3

2 3 /

1
( , )

1kT
u T

c e 


  
 


. 

4.2.6. У яких випадках до теплового випромінювання можна застосувати класи-

чну термодинаміку? 

Формула Релея–Джинса доведена на основі класичної статистичної механіки: 

середня енергія теплового збудження кожного коливного степеня свободи стано-

вить kT . В області малих частот і/або високих температур формула Релея–Джинса 

добре узгоджується з експериментальними результатами, у цій області випроміню-

вальна здатність чорного тіла зростає пропорційно 2 .  

Таким чином, до теплового випромінювання можна застосувати класичну тер-

модинаміку при малих частотах (в ІЧ діапазоні) та/або при високих температурах 

 kT . 

14.2.7. Яке тіло називають абсолютно чорним тілом (АЧТ)? 

Тіло, яке поглинає цілком всю енергію випромінювання будь-якої частоти, що 

падає на нього, називається АЧТ. Поглинальна здатність АЧТ дорівнює одиниці 

для всіх частот і температур. Випромінювання з АЧТ не порушує його температу-

ри, воно рівноважне. 

14.2.8. Чому відкриті вікна приміщень виглядають чорними, незважаючи на те, 

що стіни і стеля приміщень білі? 

Світло, що надійшло ззовні через вікна в приміщення, у результаті дифузного 

відбиття і поглинання в основному "залишається" усередині приміщення. Такий 

механізм повторює поведінку променя світла, запущеного через маленький отвір у 

порожнину сферичної форми з добре відбивними поверхнями. Така модель тради-

ційно використовується для пояснення принципу дії та властивостей АЧТ. 

14.2.9. Експериментально випромінювання абсолютно чорного тіла отримують, 

коли спостерігають випромінювання через малий отвір у стінці порожнини. Стін-
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ки підтримуються за постійної температури. Чи має значення, з якого матеріалу 

виготовлені стінки? Чи накладаються які-небудь умови на розміри отвору? 

Одна із головних властивостей теплового випромінювання така, що воно може 

перебувати в рівновазі з випромінювальною поверхнею. Якщо в тілі, яке підтриму-

ється за постійної температури T , є порожнина, то за певний час там встановлю-

ється теплова рівновага: скільки енергії падає за одиницю часу на одиницю площі 

поверхні, стільки ж нею і випромінюється. При цьому не суттєво, чи повністю ви-

промінює речовина радіацію з поверхні, чи частину випромінює, а частину відби-

ває. Тому немає значення, з якої речовини виготовлені стінки порожнини.  

14.2.10. Для яких тіл ("білих", "сірих", "чорних", абсолютно чорних) і для якого 

випромінювання справедливий закон Кірхгофа? 

Закон Кірхгофа полягає у твердженні, що для будь-яких ("білих", "сірих", "чор-

них", абсолютно чорних) тіл відношення випромінювальної здатності до поглина-

льної здатності є величиною сталою, що дорівнює випромінювальній здатності аб-

солютно чорного тіла, яке перебуває за тієї самої температури і частоти. Усі закони 

теплового випромінювання, у тому числі і закон Кірхгофа, справедливі для випро-

мінювання, яке перебуває в термодинамічній рівновазі із джерелом (порожниною). 

14.2.11. Дайте визначення радіаційної температури? 

Радіаційна температура MT  характеризує "сірі" (не абсолютно чорні) тіла. Раді-

аційна температура "сірого" тіла – це температура АЧТ, за якої повна випроміню-

вальна здатність АЧТ дорівнює повній випромінювальній здатності "сірого" тіла. 

14.2.12. Чи може радіаційна температура тіла перевищувати істинну темпе-

ратуру? 

За температур 1000KT   часто використовують закони теплового випроміню-

вання для оцінки цієї температури. Виміряне таким чином значення буде істинною 

температурою тільки тоді, коли досліджуване тіло абсолютно чорне. В інших випад-

ках треба вводити певні поправки, а виміряна таким чином температура буде псевдо-

температурою. Однією із таких температур є радіаційна температура. Коли тіло, 

температуру якого визначають, не є абсолютно чорним, але його здатність до по-

глинання 1a   не залежить або мало змінюється із частотою  , то можна виміря-

ти радіаційну температуру тіла. Такі тіла, які називають "сірими", можна характе-

ризувати середнім значенням поглинальної здатності а . Для них закон Стефа-

на–Больцмана з урахуванням (14.2) записується у вигляді 

 4 4
0

0 0

e MM M d a M d a T T
 

            , 
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тут T  та MT  – істинна та радіаційна температури тіла, відповідно; M  та 0M   – 

випромінювальні здатності сірого та абсолютно чорного тіл, відповідно. 

Таким чином, радіаційна температура 4
МТ а Т . 

У силу того, що 1а  , радіаційна температура не може перевищувати істинну 

температуру. Для АЧТ 1а   і МТ Т . 

14.2.13. Дайте визначення яскравісної температури? 

Під яскравісною температурою  ясT  "сірого" тіла розуміють таку температуру 

АЧТ, за якої його випромінювальна здатність 0 0 яс( , )M T  для визначеної довжини 

хвилі 0  дорівнює випромінювальній здатності 0( , )M T  "сірого" тіла для цієї са-

мої довжини хвилі 0 0 яс 0( , ) ( , )M T M T   . 

14.2.14. Поясніть принцип роботи пірометра зі зникаючою ниткою розжарю-

вання. Світлофільтр якого кольору раціонально використовувати в ньому і чому? 

Для вимірювання яскравісної температури використовують пірометри зі зника-

ючою ниткою. Його схему подано на рис. 14.1. Світло від досліджуваного об'єкта 1 

падає на об'єктив пірометра 2, за допомогою якого зображення джерела наклада-

ється на спіраль еталонної лампи 4. Це зображення і спіраль розглядаються через 

окуляр 6, тобто оптична схема пірометра телескопічна. Оскільки розміри джерела 

часто бувають малими, а об'єктив дає його зображення з лінійним збільшенням 

1  , окуляр повинен мати велике збільшення кута зору.  

 

 
 

Рис. 14.1. Схема побудови пірометра зі зникаючою ниткою розжарювання 

(до запитання 14.2.14) 

 

Для порівняння спектральної густини яскравості досліджуваного тіла L  та аб-

солютно чорного тіла 0L  у пірометрі розміщено світлофільтр 5, який пропускає 

випромінювання у вузькому інтервалі частот, зазвичай у червоній ділянці спектра. 
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Вибір червоного фільтра обумовлений тим, що максимум кривої випромінювальної 

здатності за температури нитки розжарювання лампи  3~ 10 K  лежить саме в околі 

довжин хвиль, які відповідають червоному світлу.  

Під час вимірювань змінюють струм через лампу, доки яскравості досліджува-

ного об'єкта та еталонної лампи не зрівняються. Значення струму за таблицею пе-

реводяться у значення яскравісної температури ясT  тіла. Якщо відоме значення уні-

версальної функції Кірхгофа   ,

,

,
T

T

M
T

a





 
     

 
 (див. (14.8)) на робочій довжині 

хвилі 0  світлофільтра, то за формулою 

 

 0
яс

ln ,

hc
T

hc
k T

Т



   

 (14.21) 

можна розрахувати його істинну температуру T . 

14.2.15. Отримайте формулу (14.21) для розрахунку істинної температури тіла 

за його яскравісною температурою. 

Для світла, що випромінюється у видимому діапазоні довжин хвиль нагрітими ті-

лами, температура яких ~ 3000KT , величина 7
h

kT


 . У цьому разі 7 1e   і форму-

лу Планка (14.17) можна записати у вигляді 

 
яс

1 1
exp ,

hc
T

Т Т k

  
    

   
  

яc

1 1
ln ,

k
T

Т Т hc


    

 0
яc

ln ,

hc
T

hc
k T

Т



   

. 

 

14.3. Приклади розв'язування задач 
 

Приклад 14.1. Отримайте закон Релея–Джинса із формули Планка. 

Розв'язання.  Якщо у формулі Планка (14.18) в області малих частот і/або ви-

соких температур, коли kT , експоненту розкласти в ряд 

/ 1 ...kTe
kT

 
   

, то  
3 3

2
2 3 / 2 3 2 3

1 1
( , )

1 1 1
kT

kT
u T

c e c c
kT



 
      

    


 


. 

Це й є закон Релея–Джинса (14.15). 

Приклад 14.2. Отримайте закон випромінювання Віна із формули Планка. 
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Розв'язання.  Якщо у формулі Планка (14.18) 
3

3 /

8 1
( , )

1h kT

h
u T

c e 
 

  


 в об-

ласті великих частот і/або низьких температур, коли h kT  , у знаменнику мож-

на знехтувати одиницею порівняно з доданком /h kTe  , то 

 
3

/
3

8
( , ) h kTh

u T e
c

  
  . 

Це й є закон випромінювання Віна (14.16) і (14.17). 

Приклад 14.3. Отримайте формулу закону зміщення Віна із формули Планка. 

Розв'язання.  Для різних значень спектральної об'ємної густини енергії 

( , )u T  та ( , )u T d   рівноважного теплового випромінювання оберемо такі вели-

чини d  і d , щоб виконувалась умова 

 ( , ) ( , )u T d u T d    . (14.22) 

Підставимо в (14.22) формулу Планка (14.18): 

 
5

8 1
( , ) ( , )

1
kT

hc

d ch
u T u T

d
e



 
   

 


. (14.23) 

Нагадаємо, що функція ( , )u T  має вигляд кривої з максимумом за деякого зна-

чення m  при фіксованій величині T , як показано на рис. 14.2. 

 

 
 

Рис. 14.2. Спектральний розподіл об'ємної густини енергії, 

що випромінюється абсолютно чорним тілом за фіксованої 

температури Т (до прикладу 14.3) 

 

Диференціюємо (14.23) за змінною   і дослідимо функцію на екстремум:  
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( , )

0
u T 




. 

Провівши заміну 
hc

x
kT




, отримаємо трансцендентне рівняння 

 5
1

x

x

x e

e





. (14.24) 

Розв'язування (14.24) методом послідовних наближень дає значення 4,965x  . Отже, 

 
4,965

m
hc hc

xkT kT
   . (14.25) 

Підставивши в (14.25) фундаментальні величини , ,h c k , маємо 

 
40,29 10 мкм К

m
T

 
  . 

Це й є закон зміщення Віна з розрахованою сталою зміщення Віна 40,29 10 мкм К.b     

Приклад 14.4. Отримайте формулу Стефана–Больцмана із формули Планка. 

Розв'язання. Із (14.13) повна об'ємна густина енергії рівноважного теплового 

випромінювання з урахуванням (14.18) може бути представлена у вигляді 

 
3

2 3 /
0 0

( ) ( , )
1kT

dW d
u T u T d

dV c e

 



 
    

 
  


. (14.26) 

Проведемо заміну змінної, позначимо x
kT





. Тоді (14.26) запишеться як 

 
4 3

2 3
0

( )
1x

kT x d
u T

c e


 

  
  





. (14.27) 

Табличний інтеграл 
3 4

151x

x dx

e





 . Вираз (14.27) набуде вигляду 

 
4 43 4

4
2 3 2 3

0

( ) const
151x

kT x d kT
u T T

c e c


    

      
     


 

 
. (14.28) 

Це й є закон Стефана–Больцмана. Більше того, у (14.28) у сталій, що дорівнює 
2 4

3 3
const

15

k

c

 



, усі величини – це відомі фундаментальні сталі. Після їх підстановки 

отримуємо, що 8 2 4const 5,67 10 Вт /(м К )   . Це й є стала Стефана–Больцмана,  . 
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Приклад 14.5.  Відомо, що максимум інтенсивності випромінювання Сонця 

припадає на довжину хвилі 0,48мкм . Визначте температуру поверхні Сонця. 

Розв'язання. Вважаючи Сонце АЧТ і застосувавши закон зміщення Віна 

(14.10), маємо 

 
m

b
T 


, (14.29) 

де 2898 мкм Kb    – стала зміщення Віна. Підставимо необхідні числа в (14.29): 

 
32,90 10 мкм K

6000К
0,48 мкм

T
 

  . 

Приклад 14.6. Планета Земля випромінює 290,8 Дж м  за 1с . За якої темпе-

ратури АЧТ випромінювало б таку саму енергію? 

Розв'язання.  Потужність P  випромінювання з 21 м  поверхні Землі дорівнює 

90,8 ВтP  . За визначенням енергетичної світимості eнM  АЧТ ця величина дорів-

нює 2
eн 90,8Дж/(с м )

P
M

S
   , де S  – площа поверхні Землі. Із (14.9) маємо 

 eн4
M

T 


,    де 2 45,67Дж /(с м K )    . (14.30) 

Перевіримо розмірність T  у (14.30): 

  
2

4
2 4

Дж /(с м )
K

Дж /(с м K )
T


 

 
. 

Підставимо в (14.2) числові дані з умови прикладу: 

 8
4

90,8
10 200 K

5,67
T    . 

Приклад 14.7.  У скільки разів змінилась (збільшилась чи зменшилась) інтег-

ральна енергетична світимість АЧТ, якщо максимум випромінювальної здатності 

спочатку припадав на довжину хвилі 0,7мкм , а при підвищенні (чи зменшенні) тем-

ператури змістився на нову довжину хвилі – 0,5мкм ? 

Розв'язання. Оскільки довжина хвилі, на яку припадав максимум випроміню-

вальної здатності, зменшилась ( 2 0,5 мкмm   замість 1 0,7мкмm  ), то за зако-

ном зміщення Віна (14.10) 
1

~m
T

 
 
 

 температура АЧТ збільшилась. Збільшилась і 



 398 

його інтегральна енергетична світимість 4
eн ~M T . У скільки разів? За формулами 

(14.9) і (14.10) маємо 

 

4
4

eн1 1
1m

b
M T

 
    

 
, а 

4
4

eн2 2
2m

b
M T

 
    

 
. (14.31) 

 

4

eн1 2

eн2 1

m

m

M

M

 
  
 

 (14.32) 

Підставляючи числові дані з умови прикладу, маємо 

 

4
eн2

eн1

0,7
3,84.

0,5

M

M

 
  
 

 

Приклад 14.8.  Енергетична світимість АЧТ 2
eн 3,0Вт/смM  . Визначте дов-

жину хвилі, яка відповідає максимуму випромінювальної здатності цього тіла. 

Розв'язання.  За законом Стефана–Больцмана (14.9) і законом зміщення Віна 

(14.10) маємо 

 
eн4

m
b b

T M
  



. (14.33) 

Підставимо в (14.33) числові дані з умови прикладу: 

 
4 4

4
8

2898 мкм К
3,5мкм.

3 10 K

5,67 10

m




  





 

Приклад 14.9.  Є дві порожнини (рис. 14.3) з малими отворами однакових діа-

метрів 1,0 смd   і абсолютно відбиваючими зовнішніми поверхнями. Відстань 

між отворами 10 смL  . У порожнині 1 підтримується стала температура 

1 1700 КT  . Визначте температуру, що встановилась у порожнині 2. 

Вказівка:  Взяти до уваги, що АЧТ є косинусним випромінювачем. 

Розв'язання. Із формули (14.14) повна об'ємна густина енергії теплового ви-

промінювання становить 

 eн
4

u M
c
 . (14.34) 

Енергія W  теплового випромінювання з об'єму V  з урахуванням закону Стефана–

Больцмана дорівнює 

 4
eн

4 4
W u V M V T V

c c
      . (14.35) 
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Рис. 14.3. До прикладу 14.9 

 

Із визначення енергетичної світимості випливає, що потужність P  теплового 

випромінювання з поверхні (отвору) площею S  дорівнює 

 4
eнP M S T S     . (14.36)  

Отже, потужність 1P  теплового випромінювання, що випромінюється з отвору 

1-ї порожнини, яка має температуру 1T , площею 1S , дорівнює 

 4
1 1 1P T S   . (14.37) 

Потужність 2вхP  теплового випромінювання, що потрапляє на отвір 2-ї порожнини 

площею 2S , пов'язана з 1P  через тілесний кут 2
2

S
d

L
  , під яким з отвору 1-ї по-

рожнини видно отвір 2-ї. Вважаючи випромінювання з отвору таким, як з ламбер-

тового джерела, визначимо величину 2вхP  як: 

 4 2
2вх 1 1 1 22 2

Sd
P P T S

L


     

 
. (14.38) 

З іншого боку, потужність 2P  теплового випромінювання, що виходить з отвору 

2-ї порожнини, яка має температуру 2T , аналогічно (14.37) дорівнює  

 4
2 2 2P T S   . (14.39) 

Ураховуючи, що 
2

1 2
4

d
S S S     за умовою прикладу, а також те, що процес пе-

ребуває в тепловій рівновазі (зокрема, 2 2вхP P ), маємо 
2

4 4
1 222

S
T T S

L
    


. Звід-

си 4 4
1 222

S
T T

L
 


. І остаточно маємо 



 400 

 2 1
2,8

d
T T

L
 


. (14.40) 

Підставимо в (14.40) числові дані з умови прикладу: 

 2
1

1700K 320K
2,8 10

T  


. 

Приклад 14.10.  Знайдіть за допомогою формули Планка потужність випро-

мінювання з одиниці поверхні АЧТ, яка припадає на вузький інтервал 1 нм   по-

близу спектрального максимуму випромінювання за 3000KT  . 

Розв'язання. Енергетична світимість АЧТ, яка характеризує випромінювання 

з цього тіла у вузькому інтервалі   поблизу максимуму випромінювання, за фор-

мулою (14.4) дорівнює 

 max( , )M M T     , (14.41) 

де max( , )M T   – максимальне значення випромінювальної здатності тіла за обра-

ної температури Т. 

Згідно із формулою Планка (14.18) випромінювальна здатність (або спектральна 

густина енергетичної світимості) АЧТ за обраної температури T  дорівнює 

 
2

5 /

2 1
( , )

1hc kT

hc
M T

e
 


 

 
. (14.42) 

Величина max( , )M T   відповідає довжині хвилі m , яку можна знайти за законом 

зміщення Віна (14.10) m
b

T
  . Підставимо знайдену величину m  у (14.16): 

 
2 5

max 5 /

2 1
( , )

1hc bk

hc T
M T

b e



 


. (14.43) 

Підставимо (14.43) у (14.41):  

 
2 5

5 /

2

1hc bk

hc T
M

b e


 
 


. (14.44) 

Підстановка числових даних з умови прикладу в (14.44) дає 

 20,31 Вт/смM  . (14.45) 

Таким чином, визначено потужність випромінювання з одиниці поверхні АЧТ, 

яка припадає на вузький інтервал 1 нм  . 
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Приклад 14.11.  До якої температури сонячне світло може нагріти чорне ті-

ло на поверхні Землі?  

Вказівка:  Інтенсивність сонячного світла біля поверхні Землі становить вели-

чину 20,1 Вт/смI  . 

Розв'язання.  Для стану рівноважного теплового випромінювання кількість 

енергії, що випромінюється тілом, дорівнює кількості енергії, що поглинається ті-

лом. Таку умову термодинамічного балансу для деякої ділянки поверхні Землі 

площею dS  (рис. 14.10) можна записати у вигляді рівності потужностей, що падає 

на цю ділянку сонячного випромінювання падdP , і випроміненого нею власного те-

плового випромінювання випрdP : 

 пад випрdP dP . (14.46) 

Причому величина падdP  дорівнює  

 падdP I dS  , (14.47) 

де I  – інтенсивність сонячного світла біля поверхні Землі. 
 

 
 

Рис. 14.4. До прикладу 14.11 
 

У свою чергу, величина випрdP  за визначенням енергетичної світимості eнM  

(14.2) дорівнює 

 випр енdP M dS  . (14.48) 

Поверхня Землі вважається при цьому АЧТ. З урахуванням закону Стефана–

Больцмана (14.9) маємо 

 4
випрdP T dS   . (14.49) 
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Об'єднуючи (14.47) і (14.49) у (14.46), маємо 

 4T I  . (14.50) 

Звідки 

 4
I

T 


. (14.51) 

Підставимо в (14.51) числові дані з умови 

 
4 2

o
4

8 2 4

0,1 10 Вт/м
364 K 90 C

5,67 10 Вт/(м град )
T




  

 
. 

Досліди, проведені без застосування методів концентрації сонячного світла, підтве-

рджують цей результат. За допомогою дзеркал і лінз можна значно збільшити тем-

пературу нагрівання тіла.  
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15. СПОНТАННЕ ТА ВИМУШЕНЕ (ІНДУКОВАНЕ) 

ВИПРОМІНЮВАННЯ. ЛАЗЕРИ 
 

15.1. Короткі теоретичні відомості 
 

 Спонтанне випромінювання (СВ) – це випромінювання, яке відбувається без 

будь-якої зовнішньої дії на атом, тільки під впливом вакуумних флуктуацій. При 

цьому атом переходить з верхнього енергетичного стану i  в стан з меншою енергі-

єю j , а енергія випромінюваного кванта i jh E E    (рис. 15.1, a). В ізотропній 

речовині спонтанне випромінювання відбувається рівномірно в усіх напрямках. 

Час, початкова фаза, напрямок і поляризація СВ довільні, тому таке випромінюван-

ня некогерентне. 
 

 
 

а)        б)        в) 

 

Рис. 15.1. Три типи процесів, які відбуваються при взаємодії світла з речовиною: 

а) спонтанне випромінювання; б) вимушене поглинання; в) вимушене випромінювання  

 

 Вимушене випромінювання (ВВ) викликається дією зовнішнього випромінюван-

ня, у результаті чого відбувається зміна енергії збудженого атома, його перехід з 

верхнього рівня i  на нижній рівень j , у результаті чого відбувається випроміню-

вання світлової енергії (рис. 15.1, в), яка поширюється в тому ж напрямку, що і пада-

юче випромінювання. Більше того, світлова хвиля, яка відповідає ВВ, має ті самі 
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частоту, фазу і поляризацію, що і хвиля падаючого випромінювання, тобто, на від-

міну від СВ, вимушене випромінювання когерентне. 

 Заселеність енергетичних рівнів у рівноважному стані речовини визначається 

розподілом Больцмана, тобто заселеність енергетичних рівнів jN  залежить від за-

селеності 0N  основного (нижнього) енергетичного рівня і змінюється за законом 

 0 exp /j jN N E kT  . 

 В одиниці об'єму за одиницю часу зі стану i  у стан j  відбувається ij iA N  

спонтанних переходів, де коефіцієнт ijA  визначає кількість фотонів, що спонтанно 

випромінюються за одиницю часу за рахунок переходів частинок зі стану i  у стан 

j . Коефіцієнт ijA  характеризує ймовірність спонтанного випромінювання. 

 Імовірність вимушеного випромінювання одного атома дорівнює  ijB u  , де ijB  

– імовірність ВВ, що належить до одиниці часу, одиниці об'єму та одиниці спектра-

льної густини електромагнітного поля;  u   – спектральна густина енергії оптич-

ного випромінювання. 

 Імовірність вимушеного поглинання (ВП) одного атома дорівнює  ijB u  , де jiB  

– імовірність ВП, віднесена до одиниці часу, одиниці об'єму та одиниці спек-

тральної густини енергії електромагнітного поля. 

 За умови теплової рівноваги зберігається кількість атомів у станах i  та j , 

тому кількість переходів з поглинанням і випромінюванням має бути однаковою: 

( ) ( )ij i ij i ji jA N B u N B u N    .        (15.1)  

Виходячи з умов рівноваги та розподілу Больцмана, із (15.1) можна отримати вираз 

для густини оптичного випромінювання, а саме: 

( )
ij i

ji j ij i

A N
u

B N B N
 


. 

Порівняння отриманого результату із формулою Планка (14.17) за умови, що 

статистичні ваги i -го та j -го рівнів мають однакову величину, дозволяє визначити 

співвідношення між коефіцієнтами , ,ij ij jiA B B :  

ij jiB B ,           (15.2)  

3

3

8ij

ij

A h

B c

 
 .          (15.3) 

Величини , ,ij ij jiA B B  називають коефіцієнтами Ейнштейна. 
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 Лазер – це оптичний квантовий генератор, принцип дії якого заснований на 
використанні вимушених переходів між енергетичними рівнями. Лазер випромінює 

когерентне ВВ. Лазер складається із трьох основних частин: активного середовища, 

системи накачування та резонатора. 

Речовину, у якій за допомогою "накачування" створений інвертований стан, ко-

ли заселеність верхнього рівня більша за заселеність нижнього рівня, називають 

активним середовищем. Це може бути газ, рідина або тверде тіло. Методи накачу-

вання бувають оптичними (випромінюванням потужних газорозрядних ламп), еле-

ктричними, хімічними тощо. 

 

15.2. Запитання та відповіді 
 

15.2.1. У чому полягають постулати Бора і яка їх роль в сучасній фізиці?  

Н. Бор в 1913 р., продовжуючи ідеї М. Планка про квантування енергії, сформу-

лював два постулати, які стосувались будови атома та його поведінки щодо ви-

промінювання: 

1) енергія електронів в атомі не може бути довільною, вона квантується: Енерге-

тичні стани електронів утворюють дискретний ряд 1 2 3, , ,...E E E  стаціонарних енер-

гетичних рівнів (рис. 15.2, а). Перебуваючи у стаціонарних станах, електрони (атоми) 
не випромінюють і не поглинають; 

2) зміна енергії електронів, яка відповідає їх переходу між стаціонарними енерге-

тичними рівнями mE  та nE   m nE E , супроводжується випромінюванням або по-

глинанням монохроматичного світла із частотою  , що визначається з умови 

m nE E    (рис. 15.2, б). 
 

 
 

а)            б) 

 

Рис. 15.2. До пояснення постулатів Бора 
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Якщо атом змінює енергію з більшої на меншу, то відбувається випромінювання 

світла. Якщо перехід відбувається з нижнього рівня на вищий, то він викликаний по-

глинанням світла ззовні. 

Постулати Бора разом із класичною роботою М. Планка відкрили еру квантових уяв-

лень про властивості речовини та випромінювання, на яких базується сучасна фізика. 

15.2.2. Чи можливий перехід збудженого атома з верхнього енергетичного рівня 

на нижній без випромінювання? 

Так, перехід за енергіями зверху вниз можливий, як з випромінюванням, так і 

без нього. За безвипромінювальних переходів енергія віддається іншим атомам, кри-

сталічній ґратці або навколишньому середовищу. Це призводить до нагрівання робо-

чого тіла і вимагає зовнішнього охолодження. 

У лазерах зазвичай використовують люмінесцентні матеріали, у яких СВ перева-

жає над процесами переходів без випромінювання. 

15.2.3. Як визначається час життя атома у збудженому стані? 

У квантовій фізиці час життя атома у збудженому стані – це час його перебування 

на верхньому енергетичному рівні до того, як атом перейде на нижчий рівень із ви-

промінюванням кванта енергій (фотона) або без нього. 

Згідно з класичними уявленнями випромінювання або поглинання електромагніт-

ної хвилі пов'язане з гальмуванням або прискоренням електричних зарядів. Напри-

клад, процес спонтанного випромінювання відбувається за рахунок поступової втра-

ти енергії осцилятора протягом деякого проміжку часу (часу релаксації p ). Під ча-

сом p  у класичній фізиці розуміють інтервал часу, протягом якого енергія збудже-

ного атома як елементарного осцилятора зменшується в e  разів (див. розділ 3). 

15.2.4. За яким законом визначається заселеність iN  енергетичних рівнів у ста-

ні теплової рівноваги, і як ця залежність змінюється при зміні температури (зо-

бразіть графік)?  

Заселеність енергетичних рівнів у стані теплової рівноваги підпорядкована роз-

поділу Больцмана таким чином:  

m nE E

kT
m nN N e




 .         (15.4) 

При зміні температури, як показано на рис. 15.3, змінюється розподіл заселено-

стей енергетичних рівнів. Наприклад, при збільшенні температури збільшуєть-

ся заселеність вищих рівнів за рахунок заселеностей нижніх рівнів. 
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Рис. 15.3. Ілюстрація розподілу Больцмана: залежність заселеностей  N  

енергетичних рівнів  nE  у стані теплової рівноваги 

для двох значень температур 1 2T T  

 

15.2.5. Чим відрізняється природа спонтанного та індукованого (вимушеного) 

випромінювання, а також індукованого (вимушеного) поглинання? 

Спонтанне випромінювання. У деякий момент часу t  збуджений атом має енергію 

(розташований на енергетичному рівні 2E ). Через деякий час t  атом може зали-

шитись у збудженому стані або може самодовільно (спонтанно) перейти на нижній 

енергетичний рівень 1E . При цьому випромінюється фотон з енергією h , яка по-

в'язана із шириною енергетичного зазору між рівнями співвідношенням 

2 1E E h    (рис. 15.4). 

 

 
 

Рис. 15.4. До визначення спонтанного випромінювання 
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Вимушене (індуковане) поглинання. Атом перебуває в основному (незбудженому) 

стані, на нижньому енергетичному рівні і має енергію 1E  (рис. 15.5, а). У деякий 

момент часу на систему ззовні діє фотон з енергією 2 1h E E   . Фотон поглина-

ється атомом, атом збуджується і переходить на верхній рівень з енергією 2E . У 

цьому випадку кажуть про вимушене (індуковане) поглинання. 
 

 
 

а)            б) 

 

Рис. 15.5. До визначення індукованих (вимушених) поглинання (а) і випромінювання (б) 

 

Вимушене (індуковане) випромінювання. Збуджений атом розташований на верх-

ньому енергетичному рівні і має енергію 2E  (рис. 15.5, б). Ще до того моменту, коли 

він мав би завдяки спонтанному переходу покинути цей рівень, на систему зовні діє 

фотон з енергією 2 1h E E    і атом вимушено переходить із рівня 2E  на рівень 1E . 

При цьому випромінюється ще один фотон з такою самою енергією, частотою, поля-

ризацією, що і фотон, який примусив його покинути верхній енергетичний рівень 

(рис. 15.4, б). У цьому випадку кажуть про вимушене (індуковане) випромінювання. 

15.2.6. Порівняйте властивості спонтанного випромінювання та індукованого 

(вимушеного) випромінювання? 

Якщо порівняти спонтанне випромінювання (СВ) і вимушене випроміню-

вання (ВВ), то можна скласти таблицю, з якої видно ті властивості, які їх від-

різняють: 
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Спонтанне випромінювання (СВ) Вимушене випромінювання (ВВ) 

Здійснюється незалежно від дії зовнішньо-
го випромінювання. 

Здійснюється під дією зовнішнього випро-
мінювання. 

Має ймовірнісний характер.  Має причинно-наслідковий зв'язок із зовніш-

ньою дією. 

Імовірність СВ визначається коефіцієнтом 

Ейнштейна 21A , величина якого 21
1

A
t




, 

де t  – середня тривалість життя атома у 

збудженому стані. 

Імовірність ВВ визначається коефіцієнтом 

Ейнштейна 21B , який залежить від обраних 

станів 1E  і 2E  атома й може бути розрахова-

ний методами квантової механіки. Коефіцієнт 

21B  не залежить від спектральної густини 

випромінювання ( , )u T . 

Переходи атома в різні моменту часу, а та-

кож різних атомів в один і той самий момент 
часу, не пов'язані між собою. 

Переходи атомів можуть мати лавиноподіб-

ний характер і пов'язані між собою. 

Між фазами, поляризаціями, напрямками 

поширення та амплітудами випроміненої 
хвилі не існує кореляції. СВ некогерентне. 

Між фазами, поляризаціями, напрямками по-

ширення та амплітудами вимушеного випро-
мінювання існує кореляція. ВВ когерентне. 

Вимушене і змушувальне випромінювання 

також когерентні: у них тотожні напрямки 

поширення, поляризації, частоти та фази. 

Кількість спонт
21Z  спонтанних переходів з 

верхнього енергетичного рівня 2 на нижній 

рівень 1 за одиницю часу пропорційне засе-

леності 2N  верхнього рівня: 

спонт
21 21 2Z A N  . 

Кількість інд
21Z  вимушених (індукованих) пере-

ходів з верхнього енергетичного рівня 2 на ни-
жній рівень 1 за одиницю часу пропорційне 

заселеності 2N  верхнього рівня та спектраль-

ній густині енергії ( , )u T  змушувального 

випромінювання: інд
21 21 2 ( , )Z В N u T    . 

Є спонтанне випромінювання, яке харак-

теризується коефіцієнтом 21A , але немає 

спонтанного поглинання. 

Є вимушене випромінювання, яке характери-

зується величиною 21B u , і є вимушене по-

глинання, яке характеризується величиною 

12B u . Коефіцієнти Ейнштейна для ВВ і ви-

мушеного поглинання для одних і тих самих 
невироджених енергетичних рівнів однакові 

за величиною 21 12B B . 

Коефіцієнт Ейнштейна для СВ пропорцій-

ний кубу частоти випромінювання 3
21A  .  

Коефіцієнти Ейнштейна 21B  і 12B  для ВВ 

не залежать від частоти випромінювання. 
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15.2.7. Чому в період, який передував створенню лазера, було важко  експери-

ментально спостерігати вимушене випромінювання у видимому діапазоні? 

Заселеність jN  енергетичних рівнів визначається заселеністю 0N  основного 

(нижнього) енергетичного рівня і змінюється за законом розподілу Больцмана 

 0 exp /j jN N E kT  . В оптичному діапазоні через велику відстань між енерге-

тичними рівнями у випадку i jE E  виконується нерівність для заселеностей рівнів 

   0 0exp / exp /j j i iN N E kT N N E kT     , тому ВВ у видимому діапазоні за 

невеликих потужностей збудження майже непомітне на фоні спонтанного випромі-

нювання, імовірність якого пропорційна 3 . 

15.2.8. Який вигляд мала б формула для спектральної густини енергії випроміню-

вання, якщо не враховувати вимушеного випромінювання? 

Кількість атомів у станах i  та j  визначається розподілом Больцмана (15.4): 

i jE E h

kT kT
i j jN N e N e

 
 

  , 

де k  – стала Больцмана. Тут прийнято, що статистична вага або ступінь вироджен-

ня обох енергетичних рівнів дорівнює одиниці. (Під ступенем виродження розумі-

ють кількість різних фізичних станів, які відповідають одній і тій самій енергії сис-

теми). Також прийнято, що статистична вага обох рівнів дорівнює одиниці, але це 

спрощення не суттєве, тому що статистична вага рівнів є величиною порядку 1.  

За умови теплової рівноваги кількість атомів у станах і та j має зберігатися, тому 

кількість переходів із випромінюванням має дорівнювати кількості переходів з по-

глинанням (15.1): 

( ) ( )ij i ij i ji jA N B u N B u N    .         (15.5) 

Із цього рівняння знаходимо спектральну густину енергії електромагнітного поля 

( )
ij

h

kT
ji ij

A
u

B e B


 



.          (15.6) 

Якщо знехтувати вимушеним випромінюванням, то формула (15.6) переходить у 

вираз ( )

h
ij kT

ji

A
u e

B




  , тобто набуває вигляду формули, яка описує закон випромі-

нювання Віна (14.15). Із (15.6) випливає, що зовнішнє електромагнітне поле викли-
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кає не тільки переходи з основного стану в збуджений, але й зворотні переходи – зі 

збудженого стану в основний, які супроводжуються випромінюванням фотонів (ви-

мушеним випромінюванням). 

15.2.9. Чи послаблюється пучок світла при поширенні крізь речовину, якщо спон-

танне випромінювання є настільки слабким, що ним можна знехтувати? 

Якщо спонтанним випромінюванням можна знехтувати, то, виходячи із рівняння 

(15.1), можна стверджувати, що теплова рівновага при цьому порушиться, процес 

поглинання буде перевищувати процес випромінювання. Це буде відбуватись доки 

не зрівняються концентрації атомів у станах i  та j . Після цього пучок проходити-

ме крізь речовину, не послаблюючись. 

Якщо ймовірності вимушених переходів із рівня i  на рівень j  однакові, як було 

показано вище, то послаблення чи підсилення пучка при проходженні крізь речо-

вину залежить від кількості атомів у цих станах iN  та jN . За рівноважних умов, як 

випливає з розподілу Больцмана (15.4), завжди виконується умова i jN N . Щоб 

отримати підсилення випромінювання, необхідно порушити рівновагу, створити 

систему з інверсією заселеності енергетичних рівнів, тобто i jN N .  

15.2.10. Чому інколи систему з інвертованою заселеністю енергетичних рівнів 

називають системою з від'ємною температурою? 

Стан речовини з "від'ємною температурою" означає, що населеність 2N  верхньо-

го енергетичного рівня більша за населеність 1N  нижнього. Цей стан ще називається 

інвертованим, або інверсним станом. Така характеристика стану з "від'ємною темпе-

ратурою" виникла з розгляду розподілу Больцмана для середовищ, у яких заселеність 

верхнього  2N  і нижнього  1N  енергетичних рівнів пов'язані співвідношенням 

2 1N N . Дійсно, із розподілу Больцмана (15.5) випливає, що 1 2

2

1

ln

E E
T

N
k

N






. Якщо 

2 1N N  (при тому, що 1 2 0E E  ), то виконується умова 0T   (температура "ві-

д'ємна"). 

У природі речовини з інвертованою заселеністю енергетичних рівнів (з від'ємною 

температурою) не зафіксовано, цей стан створюють тільки штучно. 

15.2.11. Якими методами можна створити інвертований стан середовища? 

Інвертований стан середовища створюють різними методами, за допомогою різ-

них видів "накачки" заселеності верхніх енергетичних рівнів – оптичною накачкою, 
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електричним розрядом, електричним струмом, хімічною реакціє, атомним вибухом 

(ядерна накачка) тощо.  

15.2.12. Чи можна створити інвертований стан у дворівневій енергетичній си-

стемі? 

Ні, інвертований стан у дворівневій енергетичній системі за допомогою оптичної 

накачки створити не можна. Для цього потрібні середовища, у яких можна викорис-

тати три- або чотирирівневу енергетичні системи. 

15.2.13. Які умови необхідно створити, щоб змусити кристал (середовище) гене-

рувати вимушене випромінювання? 

Щоб змусити кристал (середовище) генерувати вимушене випромінювання, не-

обхідно створити інвертований стан середовища, позитивний зворотнийй зв'язок і 

вирішити низку технічних проблем (напр., як вивести випромінювання з відкритого 

оптичного резонатора). Тому обов'язковими складовими елементами лазера є активне 

середовище, резонатор і система накачки. 

15.2.14. Що таке метастабільний енергетичний рівень, і яку роль він відіграє у 

створенні умов для використання активного середовища для лазера? 

Це рівень, на якому час життя  6 310 10 c   збудженого атома помітно біль-

ший за час життя  8 1010 10 c   збудженого атома на "звичайному", неметаста-

більному енергетичному рівні. Перехід із таких рівнів на нижні заборонений пев-

ними квантовими правилами в дипольному наближенні.  

Метастабільний рівень відіграє одну із центральних ролей в отриманні лазерної 

генерації (див. запитання 15.2.15).  

Якщо метастабільним є рівень, з якого йде вимушене випромінювання, то це до-

бре, оскільки велике значення   сприяє створенню інверсії. Якщо ж метастабіль-

ним є нижній рівень, то електрони будуть накопичуватись на ньому і зменшувати 

інверсію. У такому випадку важливо створити такі умови (розмір активного сере-

довища, тиск, температура), які б забезпечили велику ймовірність безвипромінюва-

льних переходів із цього рівня. 

15.2.15. Існують лазери, які використовують різні методи одержання інверсії 

населеності: три- і чотирирівневі схеми накачки. Поясніть їх принципи роботи. 

Які схеми накачки застосовуються в рубіновому та He Ne  лазерах? 

Схема трирівневої накачки представлена на рис. 15.6, а. Широкий рівень 3 (енер-

гетична зона) заселяється активними атомами, збудженими за допомогою накачки з 

рівня 1. Завдяки існуванню переходу 1–3 речовина здатна поглинати світло у ши-
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рокій смузі частот. Збуджені атоми із зони 3 без випромінювання переходять на 

метастабільний рівень 2, віддаючи надлишок енергії кристалічній ґратці. (Частково 

можливі і переходи 3–1, які ми тут не враховуємо).  

Якщо рівень 2 звичайний (не метастабільний) і немає зовнішнього випромінювання, 

то збуджені атоми з нього переходять в основний стан (рівень 1), випромінюючи неко-

герентне спонтанне випромінювання або віддаючи енергію кристалічній ґратці без ви-

промінювання (інвертованого стану не створено, лазерного ефекту немає).  

Проте в лазерах зазвичай використовують матеріали з люмінесцентними власти-

востями, у яких спонтанне випромінювання переважає над процесами переходів без 

випромінювання, а рівень 2 метастабільний. Великий час життя 21  атомів на рівні 

2 призводить до того, що на ньому накопичується значна кількість збуджених ато-

мів і починає виконуватись умова інверсії заселеностей енергетичних рівнів 2 та 1.  

Прикладом трирівневого матеріалу для лазерів є рубін. У чотирирівневій схемі 

(рис. 15.6, б) накачка здійснюється між основним рівнем 1 та енергетичною зоною 4. 

Завдяки безвипромінювальному переходу 4–3 збуджені атоми "скочуються" на ме-

тастабільний енергетичний рівень 3. Вимушене випромінювання виникає при пере-

ході активних атомів між рівнями 3 і 2. Типовою чотирирівневою речовиною для 

лазерів є скло з домішками неодиму 3Nd  . 

 
 

Рис. 15.6. Схеми трирівневої (а) і чотирирівневої (б) накачки 
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15.2.16. У чому полягають переваги використання чотирирівневої схеми утво-

рення інверсного стану перед трирівневою схемою? 

У чотирирівневій схемі (рис. 15.6, б) вимушене випромінювання виникає при пере-

ході активних атомів між рівнями 3 і 2, нижній з яких (рівень 2) розташований знач-

но вище основного рівня 1. Якщо різниця між енергіями рівнів 2 і 1 настільки велика, 

що 2 1E E kT  , то за термодинамічної рівноваги, яка описується розподілом Больц-

мана, населеність рівня 2 дуже мала. Тому для створення інверсії населеності в чоти-

рирівневій схемі досить перевести з основного стану 1 у стан 3 лише незначну части-

ну атомів. У зв'язку із цим чотирирівневий лазер потребує для створення інвертова-

ного стану, тобто і генерації, значно меншої енергії, ніж трирівневий. 
15.2.17. Оптичні переходи в енергетичному спектрі якого іона використовують-

ся в роботі лазера на рубіні? 

Активною речовиною вперше створеного в 1960 р. лазера був рубін – оксид 

алюмінію 2 3Al O  (матриця) з домішками іонів хрому 3+Cr  (активні центри). Дов-

жина хвилі генерованого випромінювання 0,694 мкм  . 

15.2.18. Опишіть конструкцію типового лазера. Що таке модовий склад лазер-

ного випромінювання?  

Конструктивно лазери (окрім напівпровідникових) мають активне тіло у вигляді 

довгого циліндра, розташованого між двома зазвичай діелектричними дзеркалами – 

у відкритому резонаторі оптичного генератора (лазера). З точки зору оптики такий 

резонатор є еталоном Фабрі–Перо довжиною L  і дзеркалами з коефіцієнтами від-

биття 1  та 2  на торцях. 

Генерація відбувається не в усій смузі випромінювання 0 1/2   , яке може пі-

дсилюватись у генераторі, підсилюється лише те випромінювання, для якого в ре-

зонаторі утворюється стояча хвиля, тобто виконується умова 

 / 2q cq L  ,          (15.7) 

де q  – кількість півхвиль, що вкладаються в резонаторі вздовж його осі, такі хвилі 

називають поздовжніми модами резонатора; c  – швидкість світла.  

У випадку, коли можливе підсилення для хвилі, що поширюється під малим ку-

том до осі резонатора (хвильовий вектор k


має відмінну від нуля проекцію на 

площину дзеркал), утворюються т. зв. поперечні моди генерації, їх позначають як 

lmTEM , де ,l m  – кількість ненульових проекцій хвильового вектора k


на вісь Х і 

У. Зазвичай l  і m  мають невеликі значення (1,2,3…), а промені під більшим кутом 

до осі резонатора Z  швидко виходять з резонатора і не встигають підсилитись. 
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Значення q  біля моди не позначають, тому що зазвичай воно 510 . Поздовжня 

мода позначається як 00TEM . Зауважимо, що генерація у баготомодовому режимі 

збільшує потужність випромінювання лазера, але при цьому збільшується і розбіж-

ність пучка, тобто зменшується його просторова когерентність, погіршується мо-

нохроматичність. 

15.2.19. При багатомодовій генерації лазера монохроматичність випромінюван-

ня залежить від кількості одночасно генеруючих мод. Яка кількість аксіальних мод 

виникає при генерації лінії 632,8 нм   у He Ne  лазері? 

Ширина спектральної лінії неону 632,8 нм   становить 1500 МГц . Від-

стань між сусідніми аксіальними модами резонатора дорівнює 
2

c

L
   і за 

довжини резонатора 1мL   дорівнює 150 МГц . Звідси кількість генеруючих 

мод дорівнюватиме 1500/150 = 10.  
15.2.20. Як перейти від багатомодового режиму генерації лазера до одномодо-

вого? 

Розгляд принципу роботи лазера, проведений в запитанні 15.2.19, показує, що ла-

зерна генерація йде на дискретних частотах, які визначаються формулою (15.7). 

Оскільки ці частоти залежать тільки від довжини резонатора L , будемо називати їх 

частотами власних мод резонатора лазера. Якщо   – міжмодовий частотний ін-

тервал, то кількість M  збуджених власних мод залежить від співвідношення між 

величиною   і шириною спектральної смуги підсилення лазера а : 

/аM    , де 
2

c

L
  . Спектр випромінювання багатомодового лазера показа-

ний на рис. 15.7, а. 

Проблема створення одномодового лазера пов'язана з проблемою отримання 

монохроматичного випромінювання, тобто випромінювання, найбільш близького 

до ідеальної гармонічної хвилі. Схема одномодового лазера (рис. 15.7, б) базуєть-

ся на тому, що всередині резонатора лазера розташований елемент, який здій-

снює частотну фільтрацію випромінювання. Частотний фільтр являє собою дис-

персійний елемент у вигляді призми  Пр , дифракційної ґратки, еталона Фабрі–

Перо тощо. 

Дія фільтра полягає в тому, що дисперсійний елемент розгортає частотний 

спектр випромінювання в просторі, а діафрагма  Д  виділяє потрібну поздовж-

ню моду. Поворотом призми можна змінити частоту генерації. 
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Дотепер вузькосмугове випромінювання отримують у He Ne  лазері з шири-

ною спектральної лінії близько 100 Гц .  

 

 
 

Рис. 15.7. Спектр випромінювання багатомодового лазера (а) 

і схема одномодового лазера (б) 

 

15.2.21. Наведіть основні етапи створення лазера? 

Ідея використання вимушеного випромінювання в інвертованих станах з накач-

кою для підсилення світлової хвилі була вперше висловлена в докторській дисерта-

ції В. Фабриканта в 1939 р. Пізніше (у 1950 р.) на неї було видано авторське свідоц-

тво. Із різних причин ця наукова ідея належної уваги не отримала. У 1954 р. ця ідея 

була реалізована в НВЧ діапазоні довжин хвиль для створення підсилювача на газі 

(аміаку) і на твердому тілі (рубіні). Її авторами були А. М. Прохоров і Н. Г. Басов, а 

також незалежно від них – Ч. Таунс. Вони ж пізніше (у 1957 р.) запропонували ви-

користати цю ідею в оптичному діапазоні, застосувавши як елемент зворотного 

зв'язку відкритий резонатор у вигляді інтерферометра Фабрі–Перо. 

Перший лазер був реалізований на рубіні Т. Мейманом у 1960 р. 

15.2.22. Чи є в лазерному випромінюванні складова спонтанного випромінюван-

ня? Яку роль у генерації випромінювання в лазері відіграє СВ? 

Так, у лазерному випромінюванні наявна складова спонтанного випромінюван-

ня, у суперлюмінесценції, що виникає в активному середовищі, складова СВ ство-

рює фон. 



 417 

Відомо, що в умовах стаціонарної генерації лазера втрати в його резонаторі 

компенсується за рахунок ВВ в активному середовищі. Однак СВ, яке випроміню-

ється збудженими атомами в активному середовищі, також бере участь у введенні 

енергії в резонатор. Оскільки енергія СВ не скорельована з полем випромінювання 

лазерної моди, що випромінюється, СВ вносить випадкові флуктуації в його фазу 

та амплітуду. Це приводить до збільшення ширини спектра вихідного випроміню-

вання. Чим більша вихідна потужність лазера, тим вужча спектральна лінія його 

випромінювання, оскільки зі зростанням густини енергії поля в резонаторі ВВ усе 

більшою мірою перевищує внесок СВ у механізм передачі енергії від активного 

середовища до моди резонатора. 

15.2.23. Якщо в лазерному випромінюванні існує складова спонтанного випромі-

нювання (запитання 15.2.22), якими експериментальними методами можна із суміші 

СВ та ВВ виділити один із цих компонентів? 

ВВ як основна складова лазерного випромінювання має строго визначений на-

прямок поширення у вигляді пучка з низькою розбіжністю та великий ступінь про-

сторової та часової когерентності. СВ має ізотропну індикатрису і низький ступінь 

часової когерентності. 

За допомогою фотоприймача, який розташований на достатньо великій відстані 

від лазера і має обмежену апертуру, позбавившись таким способом від СВ, можна 

виміряти інтенсивність вимушеного випромінювання. 

Інший спосіб вимірювання частки ВВ у суміші ВВ і СВ полягає у використанні 

інтерференційних методів за великих різниць ходу між променями, що інтерферу-

ють (напр., в інтерферометрах Майкельсона чи Фабрі–Перо): у створенні інтерфе-

ренційних картин буде брати участь тільки ВВ. 

15.2.24. Чим визначається розбіжність лазерного пучка? 

Розбіжність лазерного пучка має дифракційну природу (див. запитання 7.4.23 з 

розд. 7). Як випливає з нього, кут d  дифракційної розбіжності, яка виникає в даль-

ній зоні дифракції, зазвичай невеликий і його величина визначається формулою 

d
d


  , де d  – початковий діаметр пучка, тобто розбіжність лазерного пучка ви-

значається довжиною хвилі   і початковим діаметром d  пучка: величина розбіж-

ності пучка тим менша, чим менша величина   і чим більша величина d . 

15.2.25. Зробіть оцінку величин дифракційної довжини dz  і кута дифракційної 

розбіжності d  пучка He Ne  лазера. 
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Якщо покласти розмір початкового діаметра пучка 2 ммd   й обрати довжину 

хвилі лазерного випромінювання 0,63 мкм  , то 

2

1,5 мd
r

z 

 ;  43 10 рад 1d

d


    . 

15.2.26. Яку функцію в роботі лазера виконує резонатор? 

Резонатор здійснює позитивний зворотний зв'язок, перетворюючи підсилювач 

на генератор. Резонатор формує спектральні та просторові властивості вихідного 

випромінювання лазера. 

15.2.27. Чим визначається добротність резонатора? 

Добротність резонатора Q  визначається як відношення енергії зW  електромаг-

нітного поля, накопиченої в резонаторі, до енергії вW  втрат за один період коли-

вань: 

з з

в в

2 2
W W

Q
W P

     ,          (15.12) 

де вP  – потужність втрат,   – частота. Накопичена енергія зW S L u   , де S  – 

площа дзеркал резонатора, L  – довжина резонатора, u  – об'ємна спектральна гус-

тина енергії. Потужність втрат вP  складається із втрат усередині резонатора та ко-

рисних втрат на випромінювання й дорівнює вP u c S     ( c  – швидкість світла, 

  – коефіцієнт втрат). Підставляючи у формулу для добротності вирази для зW  та 

вP , отримаємо 

2
L

Q  
 

.          (15.13) 

Зробимо числові оцінки. Для 1мL  , 2 %   і 0,63мкм   ( 144,7 10 Гц   ) 

добротність резонатора становить 85 10Q  . Інший вираз для добротності 

(Q
 

 
 

) дозволяє зробити висновок про ширину лінії генерації: 

610 нм   ( 1 МГц  ). 

15.2.28. Чому для лазерів не використовуються резонатори НВЧ типу? 

Об'ємні резонатори НВЧ діапазону мають лінійні розміри, співмірні з робочою 

довжиною хвилі. Тому в оптичному діапазоні, де роб 1мкм  , використання НВЧ 

резонаторів пов'язане з технологічними труднощами. Такі малі розміри також при-
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зведуть до зменшення потужності генерації лазера. Окрім того, відомо, що доброт-

ність НВЧ резонаторів Q  . Відповідно ширина лінії генерації буде 

1

Q


 


 . Це вказує на те, що за високих частот спектральні лінії можуть пере-

криватись, тобто резонатор втратить свої резонансні властивості. 

15.2.29. Ширина лінії генерації лазера з тривалістю імпульсу 5 нс  не може бути 

менша, ніж 200 МГц . Чому? 

В імпульсних лазерах обмеження на ширину лінії генерації накладається відо-

мим співвідношенням 1    , звідки 8
9

1
~ 2 10 Гц 200МГц

5 10 c
   


. 

15.2.30. У неупорядкованих середовищах коефіцієнт підсилення не залежить від 

поляризації. Тоді чому при генерації лінії з довжиною хвилі 0,63 мкм   у He Ne  

лазері виникає поляризоване випромінювання? 

Коефіцієнт підсилення в активному середовищі для 0,63 мкм   малий. Тому 

для зменшення втрат вікна газорозрядної трубки в лазері встановлені під кутом 

Брюстера. При цьому втрати для випромінювання з напрямком вектора Е , перпен-

дикулярним до площини падіння ( E ), більші, ніж для випромінювання з напрям-

ком вектора Е , паралельним до площини падіння ( E ).Тому в генерованого ви-

промінювання спостерігається тільки паралельна складова ( pE ) світлового вектора. 

 

15.3. Приклади розв'язування задач 

 

Приклад 15.1.  Зробіть оцінку заселеностей енергетичних рівнів для оптичних 

частот за кімнатної температури. 

Розв'язання. Розглянемо дворівневу систему, заселеність енергетичних рівнів 

у якій описується формулою Больцмана 2 1
kTN N e








. Якщо 300KT   і 500 нм   

2 с 
  

 
, то 210

kT


 . Тобто заселеністю верхнього рівня, якої він набуває в ре-

зультаті теплової рівноваги, можна знехтувати 2 0N   (усі атоми зосереджені на 

нижньому, основному рівні). 
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Приклад 15.2.  Отримайте вираз для спектральної густини оптичного ви-

промінювання ( , )u T , ураховуючи термодинамічну рівновагу переходів атомів з 

верхнього енергетичного рівня на нижній і у зворотному напрямку тільки за раху-

нок спонтанного випромінювання без залучення вимушеного випромінювання. Про-

аналізуйте отриману відповідь. 

Розв'язання. Середня кількість переходів, які викликають спонтанне випромі-

нювання, з верхнього рівня на нижній за проміжок часу від t  до t dt  дорівнює 

21 21 2dN A N dt . Середня кількість переходів з основного стану в збуджений, які 

пов'язані з вимушеним поглинанням, дорівнює 12 12 1 ( , )dN B N u T dt  . Припускаю-

чи, що атоми перебувають у термодинамічній рівновазі з полем випромінювання, а 

кількість переходів атомів з верхнього енергетичного рівня на нижній і у зворотному 

напрямку однакова  21 12dN dN , а також, нехтуючи вимушеним випромінюванням 

(як в умові), маємо 

21 2 12 1 ( , )A N dt B N u T dt     21 2

12 1

( , )
A N

u T
B N

  . 

Урахуємо, що населеності рівнів 1E  та 2E  пов'язані співвідношенням Больцмана 

(15.1): 

2

1

exp
N

N kT

 
  

 


, 

а між коефіцієнтами існує зв'язок (15.3):  

3
21

2 3
12

A

В c






. Тоді 

3

2 3
( , ) expu T

kTc

  
   

  

 
. 

Отримали формулу Віна, тобто граничний випадок формули Планка, який спостері-

гається за виконання умови kT  . Важливий фізичний висновок, який випливає 

з цього, такий: для отримання формули Планка, а отже, і для переходу до кванту-

вання енергії, необхідно враховувати існування вимушеного випромінювання. 

Приклад 15.3. Доведіть формулу Планка для спектральної густини теплово-

го випромінювання ( , )u T , виходячи зі співвідношень між коефіцієнтами Ейнш-

тейна. 

Розв'язання.  Коефіцієнти Ейнштейна 21A , 12B  та 21B  визначають імовірності 

переходів, які пов'язані, відповідно, зі спонтанним випромінюванням, вимушеним 

поглинанням і вимушеним випромінюванням. У стані термодинамічної рівноваги 
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переходи, що супроводжуються випромінюванням і поглинанням квантів світла, 

мають врівноважувати один одного (за визначенням рівноважного теплового ви-

промінювання): 

спонт інд інд
21 21 12Z Z Z     21 2 21 2 12 1( , ) ( , )A N В N u T В N u T            

  21 21

12

21

/
( , )

1kT

A В
u T

В
e

В


 

 


.          (15.8) 

Відношення коефіцієнтів Ейнштейна 21 21/A В  та 12 21/B В  можна знайти з роз-

гляду граничних випадків: 

1) якщо T  , то ( , )u T   і заселеність енергетичних рівнів вирівнюється 

1 2N N . За цих умов із (15.8) випливає (15.2): 12 21B В ; 

2) якщо 0 , то kT  . Тобто квантова структура не проявляється і для 

спектральній густині випромінювання ( , )u T  справедлива класична формула Ре-

лея–Джинса: 

2
2 3

( , )
kT

u T
c

  


.           (15.9). 

3) за умови, що 0 , ураховуючи рівність коефіцієнтів Ейнштейна 12 21B В , 

із (15.8) випливає 

21

21

( , )
A kT

u T
В

  


.          (15.10) 

Порівнюючи (15.9) та (15.10), знаходимо, що 

3
21

2 3
21

A

В c






.           (15.11) 

Якщо підставити (15.2) і (15.11) у (15.8), отримуємо  

3

2 3 /

1
( , )

1kT
u T

c e 


  
 


. 

Це і є формула Планка (14.16), яку в 1900 р. ввів у користування (у деяких книжках 

пишуть "побудував", і навіть "вгадав") для розв'язування "УФ катастрофи" М. Планк. 

Ввів він її, не користуючись поняттями спонтанного і вимушеного випромінювань. 

Після введення в 1915 р. А. Ейнштейном у фізичний вжиток вимушеного і спонтан-

ного випромінювання її можна довести методом, який використаний нами в цьому 

прикладі. Висновки, які випливають із формули Планка, привели до народження су-

часної квантової фізики. 
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Приклад 15.4.  Знайдіть діапазон частот випромінювання, для яких імовір-

ність СВ у 100   і більше разів перевищує ймовірність вимушеного переходу під 

дією рівноважного випромінювання з температурою 300 К. 

Розв'язання.  Із теорії відомо (15.3), що співвідношення між коефіцієнтами 

Ейнштейна для випромінювання дорівнює 
3

21
3

21

8A h

B c

 
 . 

За умовою задачі 21

21

100
( )

A

B u
  


. Спектральну густину енергії визначаємо за фор-

мулою Планка (14.17): 

 

3

3

8 1

exp / 1

h
u

h kTc


 
 

 
, тоді  

 
1

.
exp / 1h kT

 
 

 

Очевидно, якщо 21

21

100
( )

A

B u
  


, то експонента мало відрізняється від 1, тому 

наближено, скориставшись формулою 1xe x   за 1x  , можна прийняти, що 

/ 100kT h    . Звідси маємо 10 1/ 6 10 ckT h      , тобто цій умові відповідає 

випромінювання із сантиметровими та коротшими довжинами хвиль. 

Приклад 15.5.  Перехід з рівня 1 на рівень 2 в атомі супроводжується випро-

мінюванням на довжині хвилі 500 нм. Знайдіть співвідношення заселеності цих 

двох рівнів за умови теплової рівноваги за температури 300 К. 

Розв'язання.  Відношення заселеності двох рівнів, виходячи зі співвідношення 

Больцмана, дорівнює 

 
 

1 1 /1 1

2 2 2 2

exp /

exp /
h kTg E kTN g

e
N g E kT g


 


, 

якщо 2 1E E h   . Для рівнів, статистична вага яких невідома, приймаємо 1

2

1
g

g
 . 

Тоді /1

2

h kTN
e

N
 , а величина 

34 8 1

23 1 7

6,6 10 Дж с 3 10 м с
86.

1,4 10 Дж К 5 10 м 300К

h hc

kT k T

 

  

     
  
     

 

Тоді 86 371

2

10
N

e
N
  . Отримали дуже велике число, тобто в стільки разів відрізня-

ються заселеності двох рівнів за температури 300 К у стані теплової рівноваги, коли 
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відстань між ними характеризує перехід з випромінюванням на довжині хвилі 

500 нм.  

Приклад 15.6.  Гелій-неоновий лазер випромінює в неперервному режимі одну 

поздовжню моду з потужністю 50 мВт на довжині хвилі 632,8 нм  . Визначте 

ширину смуги випромінювання, виходячи з того, що довжина резонатора 1м , кое-

фіцієнт відбиття діелектричних дзеркал 0,98R  , діаметр пучка 3 мм . Можна 

прийняти, що по перерізу пучка густина енергії випромінювання залишається по-

стійною. Яку температуру повинно мати абсолютно чорне тіло, щоб досягти тієї 

самої спектральної густини енергії? 

Розв'язання.  Ширину смуги випромінювання лазера визначаємо, розглядаючи 

відкритий резонатор лазера як еталон Фабрі–Перо з базою 1мL   і дзеркалами з 

коефіцієнтами відбиття 0,98R  . Розподіл інтенсивності залежно від різниці фаз 

описується формулою Ейрі (6.44):  

 
 

     

2

0 02 22

1 1

1 sin / 21 4 sin / 2

R
I I I

FR R


  

   
, 

де 
 2

4

1

R
F

R



 – фактор різкості;   – різниця фаз між сусідніми променями; 

2
2 cosnL


  


, де   – кут падіння променів на дзеркала. Максимум інтенсивності 

max 0I I  отримуємо за різниці фаз 2 m    , тобто коли 2 cosnL m   . 

Ширину смуги випромінювання прийнято визначати за рівнем, де інтенсивність 

спадає вдвічі порівняно з максимумом. У п. 6.3 при розгляді запитання 6.3.7 було по-

казано, що ширина смуги випромінювання пов'язана з величиною фактора різкості 

співвідношенням 
2

F
  . Відповідно ширина смуги випромінювання для центра 

інтерференційної картини  0   в одиницях довжин хвиль має вигляд 

 22
71

6,44 10 нм
2 4

Rd

d F nL R nL

  
      

  
. 

Тепер визначимо температуру АЧТ, яке на цій ділянці спектра мало б таку саму 

густину енергії випромінювання, що й лазер. Потужність випромінювання W роз-

раховується за допомогою співвідношення  W U T c S    , де 
2

4

d
S

 , d – 
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діаметр лазерного пучка;  U T  – об'ємна спектральна густина енергії випроміню-

вання АЧТ, яка описується формулою Планка (14.18): 

  
5

8 1

1

hc

kT

hc
U T

e











. 

Отримаємо 

2 2 2

5

2
1 1,0013

hc

kT d c h
e

W
  
  


. 

Відповідно температура 71,75 10 K
ln(1,0013)

hc
T

k
  
 

. 

Як бачимо, для того, щоб отримати випромінювання з потужністю  50 мВт  і 

шириною смуги  9644 10 нм   , які має випромінювання звичайного He Ne  

лазера, необхідно було б узяти АЧТ, нагріте до температури 71,75 10 KT   . (Нага-

даємо, що температура поверхні Сонця, яке складається із речовини в стані плазми, 

усередині якого відбуваються термоядерні реакції, дорівнює 36 10 KT   ). 
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16. НЕЛІНІЙНА ОПТИКА 

 
16.1. Короткі теоретичні відомості 

 

 Нелінійна оптика – це розділ оптики, який охоплює дослідження та застосуван-

ня процесів, пов'язаних із поширенням і взаємодією потужних світлових пучків з 

речовиною (твердим тілом, рідиною, газом). Сильне світлове поле змінює оптичні 

характеристики середовища (показник заломлення та коефіцієнт поглинання), які 

стають функціями напруженості E  електричного поля світлової хвилі. Тобто поля-

ризація P  середовища починає нелінійно залежати від E . 

Розгляд взаємодії світла з речовиною базується на класичній моделі осцилято-

ра. Поведінка атома чи молекули у світловому полі еквівалентна коливанням осци-
лятора. Характер відгуку атомного осцилятора на світлову хвилю можна встанови-

ти, порівнюючи величину E  з напруженістю внутрішньоатомного поля атЕ : 

2
04

a
e

E
a




, де 191,6 10 Клe    – заряд електрона; a  – радіус Бора. Величина 

8 910 10aE   В/см визначає сили зв'язку в атомному осциляторі. У світлових пуч-

ках від нелазерних джерел aE E . Промінь лазера дозволяє отримати величину 

~ aE E . 

 Лінійна оптика базується на співвідношенні для поляризації середовища 

 л cosP E A t kx       ,        (16.1) 

де   – лінійна діелектрична сприйнятливість, яка залежить лише від властивостей 

середовища. Співвідношення (16.1) означає, що світлові поля, які перевипроміню-

ються вторинними хвилями, мають ту саму частоту, що й падаюче поле. 

У потужних лазерних світлових пучках величина E  наближається до величини 

aE , атомний осцилятор стає ангармонічним, виникає нелінійна взаємодія випромі-

нювання з речовиною. Матеріальне рівняння для нелінійного середовища запису-

ється як 

(2) 2 (3) 3 (4) 4
л нл ....P P P E E E E           ,    (16.2) 

(2) 2 (3) 3 (4) 4
нл ....P E E E       , 
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де  – лінійна сприйнятливість; ( )i – нелінійна сприйнятливість i -го порядку. 

Як видно із (16.2), рівноважна поляризація середовища є нелінійною функцією 

величини напруженості світлової хвилі E . Рівняння (16.2) є базовим рівнянням 

нелінійної оптики.  

Нелінійні за E  доданки в нлP  (16.2) описують основні нелінійно-оптичні ефек-

ти: генерація другої гармоніки (ГДГ), генерація третьої гармоніки (ГТГ), оптичне 

детектування (випрямлення світла), багатофотонне поглинання, самопросвітлення 

середовища, вимушене розсіювання тощо1. 

 Нелінійна поляризація середовища 2-го порядку дорівнює 

 
(2) 2

(2) (2) 2 (2) 2
нл

1
cos 2 2

2 2

A
P E A t kx

 
       .     (16.3) 

 Нелінійна поляризація середовища 3-го порядку дорівнює 

   (3) (3) 3 (3) 3 (3) 3
нл

3 1
cos cos3

4 4
P E A t kx A t kx           .   (16.4) 

 Залежність (16.2) веде до залежності від E  діелектричної проникності   і ві-

дповідно показника заломлення 

2 3
0 2 3( ) ...n E n n E n E            (16.5) 

Залежність ( )n E  призводить, зокрема, до явищ самофокусування та самодефо-

кусування світла в нелінійних середовищах. 

 

16.2. Запитання та відповіді 
 

16.2.1. Як у моделі, у якій середовище розглядається у вигляді ансамблю осциля-

торів, пояснити їх нелінійні властивості, які призводять до нелінійно-оптичних 
ефектів? 

В околі точки рівноваги 0x   електрона потенціальна енергія його коли-

вань може бути розкладена в ряд і отримана формула Маклорена 

2 31 1
( ) ...

2 3
U x x x      (рис. 16.1). 

                                                
1 Зазначимо, що на наступному етапі розгляду нелінійної оптики діелектрична сприйнятли-
вість розглядається як тензор, компоненти якого є комплексними функціями деяких частот-
них аргументів. Звідси випливає велике розмаїття нелінійно-оптичних явищ як дисперсій-
них, так і абсорбційних. 
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Поворотна сила 2( ) ...
U

f x x x
x


     


 набуває нелінійних складових, що 

призводить до появи нелінійно-оптичних ефектів.  

 

 
 

Рис. 16.1. Потенціальна енергія U  коливань електрона як функція його відхилення 

від положення рівноваги x  при гармонічних (1) 

та ангармонічних (нелінійних) (2) коливаннях 
 

16.2.2. При врахуванні нелінійної поляризації середовища існують доданки парні 

та непарні за порядком нелінійності. Покажіть, що для ізотропного нелінійного 

середовища парні доданки у виразі для нелінійної поляризації "занулені" і нелінійні-
стю найнижчого порядку, яка відмінна від нуля, є кубічна нелінійність. 

Як видно з (16.2), нелінійна поляризація середовища містить доданки з квадра-

тичною, кубічною та більш високих порядків сприйнятливостями. Якщо кожна то-

чка середовища є центром симетрії, як в ізотропному середовищі, то величини 

сприйнятливостей парних порядків дорівнюють нулю, тобто 
(3) 3 (5) 5

л нл ....P P P E E E               (16.6) 

Покажемо, що це дійсно так. 

Якщо розкласти силу ( )f x , що діє на осцилятор (електрон), у ряд Тейлора 

2 3

( ) (0) (0) (0) (0) ....
1 2 3!

x x x
f x f f f f            (16.7) 

і проаналізувати (16.7), то можна побачити, що (0) 0f  , у точці стійкої рівноваги 

осцилятора 0x  . Тоді можливі два випадки: а) (0) 0f    або б) (0) 0f   , а саме: 

а) якщо (0) 0f   , то доданок (0)x f   у (16.7) є основним членом ряду і для ма-

лих коливань ( ) (0)f x x f   . Сила ( )f x  – поворотна сила. Вона має бути напрям-
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лена до точки стійкої рівноваги 0x  . Тобто ( ) (0) 0f x x f       (0) 0f   . Від-

хилення x  і сила ( )f x  мають різні знаки; 

б) якщо (0) 0f   , то слід звертатись у (16.7) до доданка 
2

(0)
2

x
f  . Проте він має 

дорівнює нулю (0) 0f   , якщо 0x   – точка стійкої рівноваги. Це випливає з того, 

що цей доданок має один і той самий знак як для 0x  , так і для 0x  . Тому сила, 

яку він визначає, при відхиленні електрона, що осилює, в один бік від положення 

рівноваги намагається повернути електрон назад, але при відхиленні його в інший 

бік, навпаки, намагається віддалити електрон від точки 0x  . Тому доданок з 

(0)f   дорівнює нулю. Тоді (0) 0f   . При цьому коливання осцилятора значно 

ускладнюються, вони стають нелінійними. У цьому випадку 31
( ) (0)

3!
f x x f   . 

Зауважимо, що в реальних фізичних системах (напр., механічних) виконується 

умова (0) 0f    і для малих коливань рівняння руху має вигляд 

(0)m x x f D x      , де (0) 0D f       (0) 0f      ( )f x  – поворотна сила. 

Таким чином, для ізотропного нелінійного середовища нелінійністю найнижчого 

порядку, відмінною від нуля, є кубічна нелінійність (3) 3 (5) 5 ....P E E E       , 

що й треба було довести. 

16.2.3 З якими значеннями напруженостей E  світлового поля мали справу в 

джерелах світла, які використовували до появи потужних лазерів, і які значення 

напруженостей світлового поля дозволяють отримати лазери? 

У "долазерний" період потужні джерела світла дозволяли отримати значення на-

пруженості світлового поля  0,1 10 В/cмE  . Такі значення Е  дають можливість 

застосувати лінійні матеріальні рівняння і казати про роботу в межах лінійної опти-

ки. У лазерах значення Е  сягають величини  6 710 10 В/cм , що дозволяє вільно 

працювати в області нелінійної оптики. 

16.2.4. Назвіть основні мікроскопічні механізми нелінійно-оптичних ефектів. 

Існують принаймні два основні мікроскопічні механізми нелінійно-оптичних 

ефектів: 
1) електрострикція у світловому полі призводить до появи тиску, який змінює 

густину ( ) середовища, а отже, і показник заломлення; 

2) у рідинах сильна електрична складова світлового поля призводить до орієн-

тації (повороту) анізотропних молекул рідини залежно від інтенсивності та поляри-

зації світла. При цьому середовище стає анізотропним, а середнє значення показни-
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ка заломлення n  зростає. Цей ефект називають високочастотним ефектом Кер-

ра, оскільки такий самий (або схожий) механізм лежить в основі двопроменезалом-

лення, наведеного постійним електричним полем. 

16.2.5. Чому нелінійно-оптичні ефекти часто спостерігають у матеріалах, у 

яких традиційно спостерігається ефект Керра (ЕК): наприклад, у нітробензолі 

спостерігають ЕК значної величини і зазвичай демонструють самофокусування 

світла?  

Нагадаємо, що класичний ЕК полягає в утворенні штучної оптичної анізотропії 

деяких речовин під дією поперечного зовнішнього електричного поля (див. 

розд. 10). Водночас серед можливих механізмів нелінійно-оптичних ефектів у ріди-

нах обов'язково згадують т. зв. високочастотний ЕК, який полягає в тому, що елек-

трична складова потужної світлової хвилі може викликати поворот і орієнтацію 

анізотропних молекул рідини, залежні від інтенсивності та поляризації світла. При 

цьому середовище стає анізотропним. Як бачимо, механізми класичного ЕК та ви-

сокочастотного ЕК багато в чому схожі. Цим можна пояснити той факт, що нелі-

нійно-оптичні ефекти часто спостерігають у матеріалах, у яких традиційно спосте-

рігається ефект Керра (напр., у нітробензолі). 

16.2.6. Що таке оптичне детектування? У чому полягають теоретичні переду-

мови та схема експериментального спостереження оптичного детектування? 

Оптична хвиля з величиною напруженості  cosE А t kx   , де k n
c


  – хви-

льове число, викликає поляризацію середовища, величина якої з урахуванням нелі-

нійності другого порядку дорівнює 

   (2) 2 2cos cosP А t kx А t kx        . 

Нелінійна частина поляризації середовища в цьому разі дорівнює 

 (2) (2) 2 2
нл cosP А t kx    .         (16.8) 

Якщо скористатись тригонометричною формулою для подвійного кута 

2сos 2 2cos 1       2 1 1
cos сos 2

2 2
    , 

то із (16.5) можна отримати 

 (2) (2) 2 (2) 2
нл

1 1
cos 2 2

2 2
P А А t kx      .      (16.9) 

Із (16.9) можна побачити, що (2)
нлP  складається із двох доданків – один сталої вели-

чини, а другий – змінної величини із подвоєною частотою. 

Перший (сталий) доданок у (16.9) не призводить до перевипромінювання елек-

троном світлової енергії, а призводить до перетворення відповідної частини світло-
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вої енергії на енергію сталої поляризації середовища. Це явище називається оптич-

ним детектуванням, або оптичним випрямленням. Стала поляризація середовища 

призводить до появи сталого електричного поля в середовищі, яке можна зареєст-

рувати та виміряти. 

Схему досліду зі спостереження оптичного детектування наведено на рис. 16.2. 

Ефект оптичного детектування можна використати для вимірювання величини 
(2) . 

16.2.7. У чому полягає ефект генерації другої гармоніки (ГДГ)? У чому поляга-

ють теоретичні передумови та схема експериментального спостереження ГДГ? 

Ефект генерації другої гармоніки (ГДГ) полягає в подвоєнні частоти  2   

світла при поширенні потужного лазерного променя в нелінійному середовищі. 

Механізм ГДГ пов'язаний з нелінійністю коливань елементарного атомного осци-

лятора. 

Продовжуючи розгляд отриманого в попередньому питанні виразу (16.9), бачи-

мо, що другий доданок у ньому змінюється з подвоєною відносно падаючого сиг-

налу частотою 2 . Саме цей доданок відповідає за ефект ГДГ, який відбувається в 

нелінійних середовищах.  

 

 

 

Рис. 16.2. Схема досліду зі спостереження оптичного детектування  

 

Електрон, який приведений у коливання з частотою 2 , стає джерелом елект-

ромагнітної хвилі, яка утворює поляризацію середовища 
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   (2) 2
2 2

1
cos 2 2 cos 2

2
P А t kx А t k x        , 

де 

(2) 21

2
А А   ; 2

2
2

(2 )ф

k k


 
 

. 

ГДГ, що належить до ефектів трихвильового змішування, – це квадратичний за 

полем параметричний процес. Схему досліду зі спостереження ГДГ наведено на 

рис. 16.3. 

 

 
 

Рис. 16.3. Схема досліду зі спостереження генерації другої гармоніки (ГДГ) 

 

16.2.8. У чому полягає фізичний зміст створення умов синхронізму при нелінійно-

оптичній генерації гармонік вищих порядків? 

Ефективність ГДГ за схемою, наведеною на рис. 16.3, яку застосовував П. Фран-

кен у 1961 р., працюючи з кристалом кварцу, була дуже низькою, 8~ 10 . Однак 

незабаром експериментально вдалось отримати ефективність ГДГ, близьку до 80 %. 

Це було зроблено, завдяки використанню умови фазового синхронізму, який поля-

гає у збігу в деяких напрямках анізотропних кристалів фазових швидкостей світло-

вих хвиль на основній частоті та на частоті другої гармоніки (рис. 16.4)  

( ) (2 )     .           (16.10) 

У цьому випадку відбувається накопичування проявів нелінійно-оптичних ефектів 

у процесі поширення світлових хвиль. При спостереженні ГДГ умова фазового си-

нхронізму була реалізована в 1962 р. Для виконання умови синхронізму було за-

пропоновано використати явище двопроменезаломлення. Напрямки в кристалі, уз-

довж яких еліпсоїд 2en  для гармоніки перетинає коло on  для основного сигналу 

(накачки), називаються напрямками фазового синхронізму. При виконанні умов 

синхронізму потужність хвилі з частотою 2  зростає монотонно. 
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Рис. 16.4. Схема створення умов синхронізму з використанням явища двопроменезаломлення 

 

З квантової точки зору умова фазового синхронізму відповідає закону збере-

ження імпульсу k


 при народженні або розпаді фотонів: для ГДГ умова синхроніз-

му має вигляд 3 1 2k k k 
  

, де 1 2k k  – хвильові вектори для хвилі основної часто-

ти; 3k – хвильовий вектор для хвилі подвоєної частоти. 

16.2.9. Від чого залежить ефективність ГДГ при використанні умов синхроніз-

му? 

На ефективність перетворення світла на випромінювання із частотою 2  за до-

помогою нелінійно-оптичного ефекту ГДГ при використанні умов синхронізму 

впливає низка факторів, а саме: 

 довжина кристала має бути достатньою для того, щоб отримати повне (бли-

зьке до 100 %) перетворення випромінювання; 

 кутова ширина синхронізму досить мала, для кристала КDP вона становить 

0~ 0,1 . Тому для покращення ефективності ГДГ треба ретельно добирати потрібний 

кут поширення променя в кристалі, за якого ефективність ГДГ максимальна; 

 слід враховувати, що явище дисперсії заважає виконанню умов синхронізму. 

16.2.10. Чи всі анізотропні кристали можуть задовольняти умову синхронізму? 

Для деяких кристалів, до яких належить, наприклад, кварц, умова синхронізму 

не може бути виконана ні для яких напрямків, як видно з рис. 16.5. 
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Рис. 16.5. Демонстрація неможливості виконання умови синхронізму 

в кристалі кварцу 

 
16.2.11. До прояву зокрема яких нелінійно-оптичних ефектів призводить ураху-

вання оптичної сприйнятливості третього порядку  (3) ? 

Оптична хвиля з величиною напруженості  cosE А t kx    викликає поляри-

зацію середовища, нелінійна частина якої з урахуванням нелінійності третього по-

рядку дорівнює 

 (3) (3) 2 3
нл cosP А А t kx     .        (16.11) 

Ураховуючи тригонометричну формулу для потрійного кута, 

3сos 3 4cos 3cos        3 3 1
cos сos сos 3

4 4
     , 

з (16.11) одержимо 

   
(3) 2

(3) (3) 2
нл

3
cos cos 3

4 4

А
P А А t kx А t kx


        .   (16.12) 

Із (16.12) видно, що (3)
нлP  складається із двох доданків: перший призводить, зокре-

ма, до зміни показника заломлення, який визначається як  

2 2
0 2n А     , де   0 1 4    ; (3)

2 3   ,    (16.13) 

а другий доданок у (16.12) призводить до перевипромінювання електроном світло-

вої хвилі з частотою 3 , зокрема, до генерації третьої гармоніки.  
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16.2.12. Покажіть, у якому порядку нелінійності діелектричної сприйнятливості 

речовини проявляється залежність показника заломлення від інтенсивності світла? 

Нелінійність діелектричної сприйнятливості другого порядку, як ми вже пере-

свідчились, відповідає за оптичне детектування та за ГДГ (див. запитання 16.2.6 та 

16.2.7). Тому звернемось до сприйнятливості третього порядку (див. приклад 16.2) і 

пересвідчимось, що саме в середовищі з кубічною нелінійністю сприйнятливості 

показник заломлення n  лінійно залежить від інтенсивності I  світла. Залежність 

( )n I  викликає, зокрема, ефект самофокусування потужного світлового променя тощо. 

Зауважимо, що додаток до показника заломлення, який залежить від інтенсивно-

сті світла I , може бути пов'язаний не тільки з нелінійністю електронної поляриза-

ції, але й з нагріванням речовини потужним світловим потоком. 

16.2.13. Яке фізичне явище називається дво- і багатофотонним поглинанням? 

Залежність поглинання світла від його інтенсивності I , яке настає за великих 

значень I , називається дво- і багатофотонним поглинанням. Це нелінійно-оптичні 

ефекти. У лінійній оптиці поглинання фотона з частотою   відбувається тоді, коли 

енергія фотона h  збігається або близька до різниці енергій між рівнями квантової 

системи (атома чи молекули) 2 1 0E E h   , де 0  – власна резонансна частота. У 

цьому разі в елементарному акті взаємодії світла з речовиною поглинається один 

фотон (рис. 16.6, а). 

 

 
 а) б) 

 
 

 в) г) 

Рис. 16.6. Лінійне (а) і нелінійне (б–г) поглинання: (б, г) – двофотонне;(в) – трифотонне 
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За великих інтенсивностей світла можуть одночасно поглинатись два або кілька кван-

тів світла. Умовами дво- та трифотонного поглинання є виконання енергетичних спів-

відношень, відповідно: 2 1h h E E      (рис. 16.6, б) та 2 1h h h E E        

(рис. 16.6, в), де 2 1 0E E h   . 

Таким чином, уточнюючи визначення дво- і багатофотонного поглинання, наве-

дене вище, можна сказати, що поглинання світла частотою 0 / 2  середовищем з 

резонансною частотою 0  називається двофотонним поглинанням, поглинання сві-

тла з частотою 0 / 3  – трифотонним поглинанням і т. д. 

Багатофотонне поглинання може мати й інші прояви. Наприклад, якщо речовину 

опромінювати світлом, до складу якого входять спектральні компоненти з частота-

ми 1  і 2 , то може відбутись поглинання двох фотонів з енергіями 1h  та 2h  за 

умови, що 1 2 2 1h h E E      (рис. 16.6, г).  

Ще один прояв багатофотонного поглинання може спостерігатись при дослі-

дженні суперпозиції світла від двох джерел – потужного лазера з частотою випро-

мінювання л  і нелазерного джерела світла із суцільним спектром. Якщо інтенсив-

ність лазера досить велика, то у спектрі поглинання речовини, окрім звичайних лі-

ній (смуг) поглинання поблизу власних резонансних частот 0  речовини з'являєть-

ся нова лінія поглинання на частоті 1 , яка задовольняє умову 1 2 1лh h E E     . 

Імовірність таких процесів дуже мала, процеси дво- і багатофотонного поглинання 

спостерігаються за великих інтенсивностей світла.  

Проявом багатофотонного поглинання є експериментальне спостереження ще 

одного нелінійно-оптичного явища – багатофотонної іонізації (або багатофотонного фо-

тоефекту). Воно полягає в тому, що від атома можна відірвати оптичний електрон не 

тільки за допомогою світла, енергія кванта якого більша за енергію іонізації iE  

 ih E  , а й за допомогою світла, для якого ih E  , але in h E     2,3,...n  . 

Чим більше n , тим потужнішим має бути лазер накачки. Тепер зафіксовано бага-

тофотонну іонізацію атома гелію, у якій бере участь 21 фотон випромінювання не-

одимового лазера з довжиною хвилі 1,06мкм  . 

Зауважимо, що багатофотонне поглинання й ефекти, які з нього випливають, за-

звичай розглядаються у формалізмі нелінійних сприйнятливостей як непараметри-

чні процеси, зумовлені кубічною нелінійною сприйнятливістю.  

16.2.14. У чому полягають особливості нелінійно-оптичних процесів порівняно з 

лінійними оптичними процесами? 

Можна назвати принаймні такі особливості нелінійно-оптичних про-

цесів: 
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 ефект генерації другої гармоніки (ГДГ) можна розглядати з квантової точки 
зору і трактувати як "зникнення" одного фотона та "народження" двох фотонів. 

Процеси "зникнення" і "народження" фотонів відбуваються миттєво, без затримки, 

так би мовити, "одночасно". Це призводить до того, що хвилі з подвоєною часто-

тою   і хвилі накачки когерентні й інтерферують між собою; 

 однофотонні процеси можуть бути заборонені з точки зору квантової механі-

ки, навіть у випадку, коли енергія h  фотона точно збігається з різницею енергій 

E  між енергетичними рівнями. А багатофотонні процеси можливі й у тому випад-

ку, коли перехід між відповідними рівнями навіть заборонений квантово-

механічними правилами; 

 однофотонні переходи відбуваються "часто": збуджений атом випромінює 

квант світла і знову поглинає в середньому через кожні 810 с. Двофотонне погли-

нання за тієї самої потужності поглиненого світла одним атомом відбувається не 

частіше ніж один раз у 310 с. Тому, щоб здійснити двофотонне поглинання, потрі-

бно створити потужний потік фотонів (використати світло великої інтенсивності). 

У зв'язку з цим кажуть, що інтенсивність багатофотонного поглинання залежить від 

інтенсивності накачки. Для спостереження багатофотонних процесів більш високо-
го, ніж другий порядок (трифотонні і вище), потужність накачки має бути більшою, 

ніж у випадку двофотонних процесів. 

16.2.15. Які властивості процесів, що відбуваються при нелінійно-оптичній ге-

нерації вищих гармонік, призводять до того, що вторинні хвилі не втрачають на-

правленого характеру поширення порівняно з первинною хвилею накачки?  

Дійсно, промені генерованого випромінювання вищих гармонік не втрачають 

напрямку поширення, який їм задає випромінювання накачки. Цієї властивості не-

має, наприклад, у розсіяного випромінювання або у випромінювання, яке отриму-

ється в результаті люмінесценції. Ця особливість випромінювання, отриманого 

шляхом нелінійно-оптичної генерації вищих гармонік, пов'язана з когерентністю 

вторинних хвиль у багатофотонному поглинанні порівняно з однофотонним погли-

нанням (див. запитання 16.2.14). 

Той факт, що процеси "зникнення" і "народження" фотонів відбуваються без за-

тримки ("одночасно"), викликає когерентність вторинних хвиль із подвоєною час-

тотою  , вони інтерферують між собою. Цим пояснюється строго визначений на-

прямок поширення хвиль з подвійною (потрійною і т. д.) частотою.  

Якби вторинні хвилі із подвоєною частотою 2    не були когерентними і не 

інтерферували між собою, то вони б поширювались у бік від напрямку первинної 

хвилі, наприклад, як це відбувається з розсіяним світлом або світлом, що спостері-

гається при флуоресценції, в ефектах, які належать до лінійної оптики. 
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16.2.16. Які нелінійно-оптичні ефекти спостерігаються за умови поширення в 

нелінійному середовищі двох або декількох інтенсивних світлових хвиль з різними 

частотами, 1  та 2 ? 

У цьому випадку поруч з гармоніками кожної із хвиль  1 22 , 2 і т.д.   виника-

ють хвилі з комбінаційними частотами  1 2 1 2; і т.ін.      , тобто світлові хви-

лі починають взаємодіяти між собою. 

16.2.17. Які схеми і фізичні принципи нелінійної оптики можна застосувати для 

створення джерела світла з плавною перебудовою спектрального складу випромі-

нювання? 

В основі створення джерела світла з плавною перебудовою спектрального скла-

ду випромінювання покладене використання нелінійно-оптичного ефекту парамет-

ричної генерації та умов синхронізму. Пояснимо це. 

Якщо на квадратично-нелінійне середовище, поляризація якого P  залежить від 

квадрата поля 2E  згідно із формулою (2) 2P E E    , падає потужна світлова хви-

ля частоти н  (хвиля накачки)  н н н нcosE А t k z    і одночасно дві слабкі хвилі 

 1 1 1 1cosE А t k z    та  2 2 2 2cosE А t k z    

із частотами 1  та 2 , які задовольняють співвідношення 1 2 н    , то хвилі на час-

тотах 1  та 2  стають зв'язаними. Нелінійна поляризація на частоті 1  дорівнює 

 (2)
нл 1 н 2 1 н 2( ) cosP А А t k k z        . 

Нелінійна поляризація на частоті 2  дорівнює 

 (2)
нл 2 н 1 2 н 1( ) cosP А А t k k z        . 

Поширення в нелінійному середовищі трьох хвиль зі зв'язаними частотами су-

проводжується обміном енергії між ними. Максимальний обмін спостерігається 

тоді, коли задовольняється умова просторового синхронізму, 1 2 нk k k  . Завдяки 

взаємодії хвиль на частотах н  та 2  виникає поляризація середовища і, як наслі-

док, перевипромінювання світла на частоті 1 , а завдяки взаємодії хвиль на часто-

тах н  та 1  – перевипромінювання на частоті 2 . 

Тому, якщо нелінійний кристал, через який проходить хвиля накачки, розмісти-

ти в оптичний резонатор, тобто між дзеркалами, що відбивають світлові хвилі з ча-

стотами 1  та 2  (рис. 16.7), то за достатньо великих коефіцієнтів відбиття дзеркал 

і великої потужності хвилі накачки в такому резонаторі виникає генерація на часто-

тах 1  та 2 . Початкові сигнали обумовлені власними флуктуаціями, які неминуче 
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існують у кристалі. Нелінійний кристал для отримання умов синхронізму в ньому 

має бути анізотропним, двовісним типу KDP . 

 

 
 

Рис. 16.7. Схема параметричного генератора світла 

 

Частота, для якої виконується умова синхронізму в нелінійному кристалі, як і у 

випадку генерації вищих гармонік, визначається вибором напрямку поширення 

хвиль, що взаємодіють. Для цього нелінійний кристал за незмінної частоти хвилі 

накачки обертають. При цьому отримують плавну перебудову частот 1  та 2 . 

Таким чином працює джерело когерентного світла, довжина хвилі якого плавно 

змінюється в діапазоні від видимого до ІЧ спектра, яке називають параметричним 

генератором світла.  

 

16.3. Приклади розв'язування задач 
 

Приклад 16.1.  Отримайте вираз для нелінійного показника заломлення ізо-

тропного нелінійно-оптичного середовища. 

Розв'язання.  Поляризація ізотропного нелінійно-оптичного середовища опи-

сується виразом 
(3) 3P E E    .          (16.14) 

У цьому наближенні вектор електричної індукції дорівнює 24D E P E n E     
    

. 

Звідки 

1 4
P

n
E

   .           (16.15) 

Якщо (16.14) підставити в (16.15), то показник заломлення для нелінійно-оптичного 
ізотропного середовища дорівнює 
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(3) 2
(3) 2 2 (3) 2

0 0 2
0

4
1 4 4 4 1

E
n E n E n

n


          ,   (16.16) 

де 0 1 4n     – лінійний показник заломлення. 

Урахуємо в (16.16) мализну нелінійного доданка, що дозволяє застосувати фор-

мулу 
1

1 1
2

x x   : 

(3) 2 (3) 2

0 0 0 нл2
00

2 2
1

E E
n n n n n

nn

  
       
 

,     (16.17) 

де 
(3) 2

нл
0

2 E
n

n


  – нелінійний показник заломлення середовища. 

Приклад 16.2.  Покажіть, як показник заломлення для ізотропного нелінійно-

оптичного середовища залежить від інтенсивності світла. 

Розв'язання. Будемо виходити із формули (16.17) для показника заломлення 

(3) 2

0
0

2 E
n n

n


  , яку отримали в прикладі 16.1. Окрім того, скористаємось відомою 

формулою для інтенсивності світла 2

8

c
I E


. Тоді 

0 2n n n I   .          (16.18) 

Із (16.17) та (16.18) видно, що в середовищі, починаючи саме із кубічної нелінійно-

сті сприйнятливості, показник заломлення n  лінійно залежить від інтенсивності I  

світла. Залежність ( )n I  викликає, зокрема, ефект самофокусування потужного світ-

лового променя тощо. 

Величина 2n  має розмірність, обернену до розмірності інтенсивності світла. Для 

кристалів кварцу 16 2
2 3 10 см /Втn   . (Нагадаємо, що показник заломлення 0n  лі-

нійного середовища – це безрозмірна величина). 

Приклад 16.3.  Зробіть оцінку величин лінійної та нелінійної ( (2)  та (3) ) 

оптичних сприйнятливостей речовини. 
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Розв'язання.  Лінійна сприйнятливість   пов'язана з показником заломлення 

n  співвідношенням 1 4n    . Для прозорих діелектриків значення 1,5n  . 

Звідси 0,1  . Квадратична нелінійна сприйнятливість (2)

E


  . 

Характерною напруженістю світлового поля в середовищі прийнято вважати 

внутрішньоатомне поле ат 2

е
Е

а
 , де е – заряд електрона; а  – розмір атома (діа-

метр першої борівської орбіти); 80,5 10 сма   ; 104,8 10 од.СГСЕе    Звідси 

7
ат 2 10 од. СГСЕЕ      

 (2) 9 9 1/2 1/2
7

0,1
од. СГСЕ 5 10 од. СГСЕ 5 10 г cм c

2 10

         


. 

Експеримент для одного із найбільш поширених у дослідах нелінійно-оптичних 

кристалів KDP  дає значення (2) 93 10 од.СГСЕ   , що добре збігається з отрима-

ними розрахунками. 

Кубічна нелінійна сприйнятливість 

(3) 16 16 3
2
ат

... 2,5 10 од. СГСЕ 2,5 10 см /ерг
E

 
       . 

Експеримент для кристалів кварцу дає значення (3) 1410 од.СГСЕ  . Існують 

матеріали, у яких значення (3)  набуває значно більшої величини: для кристалів 

кремнію (3) 810 од.СГСЕ  ; для рідинних кристалів (3) 310 од.СГСЕ  ; для кри-

сталів InSb  (за температури 77 К) (3) 1 од.СГСЕ  ; для кристалів GaAs:Al  вели-

чина (3) 26 10 од.СГСЕ   . 

Приклад 16.4.  Оцініть, у скільки разів лінійна поляризація перевищує неліній-

ну поляризацію (3)
нлP  третього порядку. 

Розв'язання.  Поляризація середовища з урахуванням нелінійності сприйнят-

ливості другого порядку дорівнює 

(2) (2) 2
л нлP P P E E         

(2) (2) 2 (2)
нл

л ат

Р Е Е Е

Р Е Е

   
  
  

. 
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Аналогічно можна отримати відношення для нелінійності сприйнятливості тре-

тього порядку 

2(3)
нл

л ат

Р Е

Р Е

 
  
 

. 

Оцінимо величину 
ат

Е

Е

 
 
 

. Якщо інтенсивність світла 9 210 Вт/смI  , то напру-

женість світлового поля 38
3 10 В/cм

І
E

nс


   , а з урахуванням того, що величина 

всередині кристалічного поля 8
ат 5 10E   В/см, маємо 5

ат

~ 10
Е

Е
 

 
 

. 

Таким чином, бачимо, що атЕ Е , тобто (2)  та (3)  – малі величини (див. при-

клад 16.3), але при створенні умов синхронізму (див. запитання 16.2.8) виникає мож-

ливість накопичування змін відповідних параметрів світлової хвилі в процесі її по-

ширення в нелінійно-оптичному середовищі і нелінійні ефекти в цьому випадку 

можуть бути набагато сильнішими.  
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